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VOORREDE.

Op verzoek van de witgevers nam ik de taak op mij een der-
den druk van LoBarto’s Leerboek der rechtlijnige en bolvormige
Drichoeksineting te bezorgen.

Geenszins ontveinsde ik mij de eigemaardige moeilijkheden aan
deze taak verbonden, en aarzelde wijzigingen en witbreidingen te
geven aan het werk van den afyestorven schrijver.

Wat mij echter noopte aan ket verzoek gekoor te geven, was de
begeerte om dem naam van LoOBATTO levend te lhouden onder de
beoefenaars ook van de beginsclen der wiskunde. De verdiensten
op wiskundig gebied van den beroemden Delftschen Hoogleeraar, zijn
te groot om wit ket geheugen te geraken, dock geen middel is zo0
geschikt den naam in eer te houden als eem leerboek , bestemd voor-
namelijk voor degemen, welke mog geen grooten weg op ket gebied
der wetenschap hebben afgelegd.

Ook onderscheidt zick zijn leerboek zoo gumstiy vam vele anderen
over hetzelfde omderwerp, zooals het omverminderd gebruik aan-
toont, dat door het uitverkocht zijn wen den tweeden druk, het
verschijuen wvan een derden ~wenschelijk werd.  Wellicht zou
¢n onveranderd herdrukken voldoende geweest zijn ; dock elf ja-
ren sedert het wverschijnen van den tweeden druk verloopen zijnde
was cene herziening zeker wemschelijk, Gaarne had ik die taak
aan een wiskundige van meer mnaam en ervaring overgelaten, en
o kaar gewis mist aanvaurd hebben , wanneer een driejarig ver-
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blgf in Delft mij niet in de gelegenkheid gesteld had den derden
druk voor een gedeelte naar de inzichten van den schrijver zelven
te bewerken. Herhaaldelijk tock had ik het voorreckt, zoowel mon-
deling als schriftelijk, met den Delftschen geleerde van gedachten
te wisselen ook over de inrickting van dit leerbock, dat destijds
als handleiding bij mijne lessen in de drickocksmeting aan de koo-
gere Burgerschool werd gebruikt. Hoezeer ook ingemomen met dit
werk , had ik verschillende bezwaren tegen de inrichting en wijze
van bekandeling, welke bezwaren op de meest heusche en welwil-
lende wijze door dem gevierden schrijver werden opgelost of erkend,
200dat kij myj meedeelde, bij een eventuelen derdem druk van zijn
werk daarop te zullen letten. De dood heeft hem niet in de ge-
legenkeid gesteld dat voormemem wit te voeren, maar nu acktte ik
mij ook by deze geschikte gelegenheid gerechtigd , de door ons be-
sproken wenschelijke wijzigingen aan te brengen.

De veranderingen en uithreidingen, door mij in het oorspronkelijk
werk gebracht, zullen elken belangstellenden bij het vergelijken van
den tweeden en derden druk in ket oog vallen, zoodat ik mij lie-
ver onthoud ze hier op te sommen; of =zij verbeteringen mogen
genoemd worden, laat ik ter beslissing aan de beoefenaars der drie-
hoeksmeting over. Verrevanmij, om even als achter den tweeden,
ook achter den derden wan verbeterden druk te sprekem, ket doel
van uitgave en bewerking zal echter volkomen bereikt zijn , wan-
neer deze druk niet minder de gunst van het wiskundig publick in
Nederland mag verwerven , dan met de voorgaande drukken is ge-
bleken het geval te zijn.

DE BEWERKER.
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Verklaring van de gomiometrische grootheden em van hare teekens.

1. Volgens hetgeen in de beginselen der meetkunde geleerd wordt,
komen bij de beschouwing eens rechtlijnigen driehoeks zes samen-
stellende deelen of elementen in aanmerking, te weten , drie hoeken
en drie zijden, welke zoodanig aan elkander verbonden zijn, dat
men in staat is, om, wanneer drie dezer elementen (mits eene der
zijden hieronder begrepen) in grootte gegeven zijn, den driehoek
door constructie te bepalen. De gewone of rechtlijnige driehoeks-
meting heeft ten doel om, uit de getallenwaarden dezer elementen
eens driehoeks, die der overige onbekende elementen eeniglijk door
berekening , in plaats van door constructie, te vinden; welke han-
delwijze steeds de voorkeur boven de laatste verdient, uithoofde der
grootere mate van nauwkeurigheid waarvoor zij uit haren aard in
de toepassing vatbaar is, Te dien einde maakt men gebruik van
bepaalde betrekkingen, welke er tusschen hoeken en zekere daarvan
afhankelijke rechte lijnen bestaan, en waardoor de getallen-waarden
der eerste uit die dezer laatste grootheden, en ook omgekeerd,
kunnen afgeleid worden. Die betrekkingen zijn het onderwerp van
een in lateren tijd gevormden tak der wiskunde, genaamd Gonso-
metrie of Meetkunde der hoeken, welke, zoo als in het vervolg zal
blijken, den grondslag der beide driehoeksmetingen uitmaakt. Het
eerste gedeelte van dit leerboek zal alzoo uitsluitend de Goriometrie
bevatten, echter alleen binnen zoodanigen omvang beperkt als tot
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de kennis der driehoeksmetingen gevorderd wordt; dewijl eene meer
uitvoerige behandeling van dat belangrijk gedeelte der wiskunde,
tot op de tegenwoordige hoogte der wetenschap voortgezet, buiten
het bestek dezer beginselen zoude liggen.

Wij zullen ons derhalve in de eerste plaats met de theorie der
goniometrische grootheden en van hare teekens bezig houden, en
vervolgens overgaan tot de eigenlijke driehoeksmeting, die slechts
als eene toepassing dezer theorie te beschouwen is.

2. Zij ACM (fig. 1) een willekeurige scherpe hoek en beschrijft
men met een willekeurigen straal AC een cirkel, dan wordt volgens
meetkundige beginselen de hoek gemeten door den boog AM, die
tusschen de beenen is begrepen. Evenzoo zal bij een bepaalden straal

de lengte der koorde AM alleen afhangen van de grootte van den -

hoek . doch zij is tot maat ongeschikt, omdat de betrekkingen tus-
schen hoeken en koorden vrij samengesteld zijn, zooals later nader
zal blijken.

Laat men uit het snjjpunt M van het eene been met den cirkel
eene loodlijn MP neer op het andere been, dan wordt de verhouding
van deze lijn tot den straal de sinus van den hoek genoemd. Deze
verhouding is onafhankelijk van de lengte van den straal, want trekt
men (fig. 2) met eene andere lijn CA, tot straal den cirkelboog A, M,,
dan is de verhouding van M,P, tot CA, evenzoo de sinus van
den hoek ACM. Nu zijn de driehoeken ACM en A ,CM, wegens
hunne gelijkhoekigheid gelijkvormig, derhalve de overeenkomstige
loodlijnen evenredig aan de zijden. Dit geeft

MP:CA=MP, :CA,

waardoor de gelijkheid der genoemde verhoudingen bewezen is.
Men zou ook om den sinus te vinden de loodlijn uit A op CM
kunnen neérlaten, maar dan verkrijgt men weder dezelfde waarde,
omdat de loodlijnen uit de hoekpunten aan de basis van een gelijk-
beenigen driehoek op de overstaande zijden neergelaten, gelijk zijn.
Hieruit blijkt, dat de grootte van den sinus alleen afhangt van de
grootte van den hoek, terwijl omgekeerd, wanneer men zich voor-
loopig tot scherpe hoeken bepaalt, bij elken sinus slechts één hoek
behoort. Derhalve kan de sinus tot maat der hoeken dienen. Er
zijn echter nog andere verhoudingen in de figuur, die tot hetzelfde
doel leiden. Trekt men namelijk in A (fig. 1) eene loodlijn op AC,
dat is eene raaklijn tot den cirkel, tot zij het andere been in N snijdt,
dan wordt de verhouding van AN tot den straal de Zangens van den
hoek genoemd. Op dezelfde wijze als voor den sinus kan worden aan-
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getoond, dat de tangens alleen afhangt van de grootte van den hoek
en tot maat van deze kan dienen. De verhouding van het stuk CN,
dat door den tangens van het been wordt afgesneden, tot den straal -
wordt de secans van den hoek genoemd en verkeert onder gelijke
offistandigheden als de sinus en de tangens.

Noemende den hoek ACM ter vereenvoudiging a en den straal 7,
dan worden de drie verhoudingen, die de grootte van den hoek
aanwijzen , ter bekorting aldus geschreven:

MP AN CN.

sina— - tanya_—, seca—

Nemen wij van den hoek @ het complement MCA, , door in C de
loodlijn CA,, op AC te trekken, dan heeft ook deze hoek zijn sinus,
tangens en secans, namelijk:

sin A,CM =L£rg, tang AlCIM—'é;I\il , 8¢ A,CM = CN

Daar deze verhoudingen het complement bepalen, zoo kunnen zij
ook tot bepaling van den hoek zelven dienen. Ter bekorting wordt
dan de sinus van het complement de cosinus van den hoek genoemd,
evenzoo de fangens van het complement de cotangens, en de secans
van het complement de cosecans, hetgeen aldus wordt geschreven:

cos a = sin (900—a) = @,
cot a = tang (900—a) = A_!;IL .
cosec a = gec (900—a) = C._l:_IJ-

Als overstaande zijden van een rechthoek is MQ = CP, duskan
ook de verhouding tusschen CP, dat is tusschen den afstand van
het hoekpunt tot het voetpunt van den sinus, en den straal als de
cosinus van den hoek beschouwd worden.

Behalve de zes genoemde voorname goniometrische vormen, na-
melijk de sinus, cosinus, tangens, cotangens, secans en cosecans , zijn
er nog eenige andere, die zelden gebruikt worden, maar toch niet
onvermeld mogen blijven. Hiertoe behoort de sinus versus, zijnde
de verhouding tusschen den afstand van het voetpunt van den sinus
tot het uiteinde van het been en den straal, dat is:

PA

8in vers @ = -,
r

1&
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Evenzoo heeft men den cosinus versus, zijnde de sinus versus van
het complement, derhalve:

co8 vers @ ——

QA,
r

en eindelijk de reeds in het begin genoemde %oorde van den over-
eenkomstigen boog, doch ook gemeten op den straal, dat is:

AM

koorde a = —

De koorde van het complement wordt nimmer in rekening ge-
bracht.

3. Alle goniometrische grootheden zijn verhoudingen tusschen
lijnen en dus onbenoemde getallen. Zij b.v. | ACM=45%, danis
in den gelijkbeenigen rechthoekigen driehoek CPM,

MP = CP = CMy} = /4
en in den driehoek CAN,

AN=CA =~
CN = CAY2 = n2,

eindelijk in den driehoek ACN,,

AN, = CA, =~
CN, = CA,12 = 2,

gevende :
sm 450 = M—R_ v,
cos 450 — 9;— =i,
tang 450= A7N.= 1,
cot 450:%‘4:1,
sec 45° _—C—l\-I = 2,
cosec 459 =(@ = 2

Evenzoo kan men door eenvoudige meetkundige eigenschappen
gemakkelijk de goniometrische vormen voor hoeken van 60° en 30°
vinden. Het zal later blijken op welke wijze men deze verhoudingen ,
die over het algemeen onmeethare getallen zijn, voor elken gegeven
hoek of boog heeft kunnen berekenen.



5

Zoo lang de beschouwing bepaald blijft tot hoeken , die in denzelf-
den cirkel staan of door bogen met gelijke stralen beschreven, gemeten
worden, kan men den straal gelijk aan de eenheid nemen, omdat
hij de gemeenschappelijke maat is van alle goniometrische vormen,
die kunnen voorkomen. Dit nu heeft bij de goniometrie altijd
plaats, omdat deze tak der wiskunde zich tot hoeken bepaalt, die
altijd door cirkelbogen met gelijke stralen gemeten worden. In die
onderstelling, datisvoor CA=7=1, gaan de goniometrische ver-
houdingen over in de goniometrische lijnen, die dan zijn:

sin a=MP, cos a=CP,
. tang a= AN, cot a=—= A, N,,
sec a=CN, cosec a=CN,
sinvers a—= AP, cosvers a—=A,Q,
koorde a = AM.

Zoodra wij echter bij de toepassing der goniometrie op de drie-
‘hoeksmeting te doen krijgen met hoeken, die door cirkelbogen,
met verschillende stralen beschreven, gemeten worden, zullen wij
terugkeeren tot de oorspronkelijke beteekenis der goniometrische
grootheden als onbenoemde verhoudingen.

4. Gaan wij thans na, welke veranderingen er in de hoegrootheid
en ligging der goniometrische lijnen ontstaan, indien wij, het been
CA van den hoek ACM onveranderlijk aannemende, het andere been
CM alle hoeken van 0° tot 360° doen doorloopen. Om de voor-
stelling gemakkelijk te maken verdeelen wij den cirkel (fig. 3) door
twee ondejling loodrechte middellinen AB en A,B, in vier kwa-
dranten , waarvan ACA, het eerste, A,CB het tweede, BCB, het
derde en B, CA het vierde kwadrant genoemd wordt. Overeenkom-
stig hiermede spreekt men van een hoek in het eerste kwadrant,
wanneer hij meer dan 0° en minder dan 90° bevat, een hoek in
het tweede kwadrant, wanneer hij meer dan 90° en minder dan
180 bevat, in het derde kwadrant, wanneer hij meer dan 480°
en minder dan 270° en in het vierde kwadrant, wanneer hij meer
dan 270° en minder dan 360° bevat.

Verder moet nu niet alleen op de grootte, maar. ook op de tee-
kens der goniometrische hjnen gelet worden. Hieromtrent is men
algemeen het volgende overeen gekomen.

De sinus is positief , zoolang hij boven de middellijn AB is gele-
gen; negatief , wanneer hij er onder valt.

De cosinus is positief, wanneer hij van het hoekpunt reckts en
negatief , wanneer hij links is gelegen.
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De tangens, die altijd wordt gemeten op de raaklijn tot den cirkel
in het punt A, is positief wanneer hij van A naar boven en negatief
wanneer hij van A naar beneden wordt geteld.

De cotangens, die altijd is gelegen op de raaklijn in A, is gosi-
tief, wanneer hij van A, reckis en negatief, wanneer hij van A,
links valt.

De secans en cosecans, die altijd op het veranderlijke been worden
gemeten van af het hoekpunt tot het snijpunt met de lijn der tangen-
ten en de lijn der cotangenten, zijn positief, wanneer zij op het
veranderlijke been zelf zijn gelegen en negatief, wanneer zij op
zijn verlengde vallen.

Deze teekens zijn zoodanig aangenomen, dat in het eerste kwa-
drant alle lijnen positief zijn.

De overgang der verschillende kwadranten wordt gevormd door
de hoeken van 0°, 90°, 180° en 270°, waar de goniometrische
liinen bepaalde waarden verkrijgen.

Bij den aanvang der beweging de boog AM nul zijnde, zoo heett
men blijkbaar :

sin0° = 0, cos00 — 1,
tang0° = O, cot0° = oo,
sec0? = 1, cosec0° — o0,

Dat de cotangens en de cosecans hier als oneindig groot voorko-
men, laat zich uit de figuur gemakkelijk opmaken, dewijl, het punt
M in A zijnde, de lijnen A, N, en CM evenwijdig loopen en haar
snijpunt op oneindigen afstand gelegen is.

Is de hoek ACM recht, dan zal de sinus zijne grootste, de cosi-
nus daarentegen zijne kleinste waarde bereikt hebben, terwijl de
tangens en de secans, wegens de evenwijdigheid van AN en CM,
beide oneindig groot geworden zijn, zoodat men heeft:

8in 900 =1, c0s90° = 0,
tang 90° = oo , cot 900 = 0,
3¢c 90 — oo , cosec 900 — 1.

5. Nemen wij nu een hoek in het tweede kwadrant, den stom-
pen hoek ACM,; en zien wij hoe het met de teekens zijner gonio-
metrische lijnen gesteld is. Volgens de vooropgestelde bepalingen
blijft de sinus positief, als zijnde boven de middellijn gelegen, doch
de cosinus is negatief , omdat hij van C uit links wordt geteld. De
tangens is nu AN, , dus negaticf, evenzoo de cotangens A,N,. De

PR T
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secans CN, is gelegen op het verlengde van het veranderlijke been
dus negatief, en de cosecans CN, op het been zelf dus posities.

In de figuur (fig. 1) is de hoek ACM, zoodanig genomen, dat zijn
supplement BCM, gelijk is aan |_ ACM, en nu blijkt dat zijne gonio-
metrische lijnen volstrekt genomen, even lang zijn als de overeen-
komstige lijnen van den laatstgenoemden hoek. Lettende op de
teekens heeft men dus :

sin (1800—) = + sin a,

cos (180°—a) = — cos a,
teng (180°—2) = — tany ¢,
cot (1800—a) = — cof a,
sec (1800—a) = — sec a,

‘cosec (180°—a) = 4 cosec a;

of in woorden : de sinus en de cosecans van een hoek zijn gelijk aan den
sinus en den cosecans van zijn supplement ; de cosinus, tangens, cotangens
en secans van een Roek zijn gelijk aan den cosinus, tangens, cotangens
en sccans van zijn supplement met omgekeerd teeken.

Is de hoek juist 180° en valt dus het veranderlijke been in het

verlengde van CA, dan heeft men, wegens de evenwijdigheid van
CB en A\N,:

&in 1800 = O, cos 1800 =—1,
tang 180°= O, cot 180 = w0, -
sec 1800 =—1, cosec 1800 =00

Van negatief oneindig groot kan bij deze beschouwingen even min
sprake zijn als van negatief nul, omdat beide slechts voorkomen als
overgangen van den positieven tot den negatieven toestand.

6. Zij ACM, (fig. 3) een hoek in het derde kwadrant, dan zien wij
dat zijn sinus M, P, , als gelegen beneden AB, negatief en zijn cosinus
CP, als in het vorig kwadrant ook negatief is. De tangens AN en
de cotangens A N, zijn beiden positief geworden; maar de secans
CN en de cosecans AN, megatief, omdat zij op het verlengde van
het veranderlijke been M,C gelegen zijn.

In de figuur is | ACM, zoodanig genomen, dat M,C het ver-
lengde is van CM, derhalve

L ACM, = | ACM + 180° = 180° + a.

Uit de gelijk- en gelijkvormigheid der driehoeken P,CM, en PCM
volgt de volstrekte gelijkheid van M,P, met MP en van CP, met CP.
Lettende op de teekens heeft men dus:
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sin (1800 4-a) = — sin a,
cos (180° 4+a) = — cos a,
tang (180° +a) = - lang a,
cot (180°4-a) = + «cof a,
sec (180° 4-a) == — sec a,
cosec (1800 +a) = — cosec a.

Wentelt het been CM, tot het op de lijn CB, valt, dan bevat de
hoek 270°. Bij dezen overgang van het derde tot het vierde kwa-
drant worden de goniometrische lijnen als volgt :

sin 2700 =—1, cos 2700 =0,
lang 270° =0, cot 2700 =0,
sec 270° =0, cosec 2700 = —1.

7. Komt het veranderlijke been in den stand CM,, dan ligt de
inspringende hoek ACM, in het vierde kwadrant. De sinus M,P,
is megatief, maar de cosinus CP, positief, de tangens AN, wordt
negatief , evenzoo de cotangens A ,N,. De secans CN, ligt op het
been zelf en is dus positief, de cosecans CN, ligt op het verlengde
en is dus megatief.

‘Ware CM, zoodanig getrokken, dat de uitspringende hoek ACM,
gelijk was aan |_ACM;, dan zouden P en P; samen gevallen en dus
PMen P M; in elkanders verlengde gekomen zijn, Tevens was dan

inspringende hoek ACM = 360° — ACM = 360° — 4,

terwijl de volstrekte waarde der goniometrische lijnen van deze beide

hoeken niet zou verschillen. Lettende op de behoorlijke -teekens
heeft men dus:

sin (3600—a) =— sin a,
cos (360°—a)=- cos a,
tang (360°—a) = — tang a,
cot (360°—a) =— cot a,
sec (3600—a) =+ sec @,
‘cosec (360°—a) = — coszc a.

8. Valt het been CM, bij zijne verdere wenteling op CA, dan
wordt de hoek 360° of, wat op hetzelfde neérkomt, keert terug tot
het uitgangspunt 0°. De goniometrische lijnen van 360° zijn der-
halve geheel dezelfde als van 0°. Evenzoo kan men | ACM,, die
bij de gewone wijze van wenteling inspringend was, ook als uitsprin-
gend beschouwen, maar dan is het been CM, in tegenovergestelden
zin gedraaid, zoodat de hoek als negatief moet beschouwd worden.
Onder die omstandigheden gaat het bovenstaande tafeltje over in:
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sin (—a)=— sina,
cos (—a) =+ cosa,
tang (—a) = — tang a,
cot (—a)=— cota,
sec (—a) =-+ seca,
cosec (—a) = — cosec a.

Hieruit blijkt, dat de cosinus en de secans van een negatieven hoek
in grootte en teeken gelijk zijn aan den cosinus en secans vun den selfden
positieven hoek, doch de andere goniometrische lijnen het tegenovergesteld
leeken hebben.

9. Trekken wij thans al het voorgaande in het navolgende tafeltje
te zamen, dan bekomen wij hierdoor een algemeen overzicht van de
teekens waarmede de goniometrische lijnen voor positieve hoeken,
in de vier verschillende kwadranten, zijn aangedaan. Wij zullen
straks een eenvoudig hulpmiddel aanwijzen om, ook buiten de be-
schouwing eeniger figuur, in elk gegeven geval, terstond het teeken
der goniometrische lijn te bepalen, en alzoo het bedoelde tafeltje
gemakkelijk te kunnen ontwerpen.

.

TAFEL VAN DEN POSITIEVEN EN NEGATIEVEN TOESTAND

DER GONIOMETRISCHE LIJNEN.

-
[

Qe 3e ~ 4e
0° |kwadr| 90° |kwadr.| 180° lkwadr.| 27C° lkwadr.| 360°

Sinus

o+ 1 -+ O}l —| A — ] 0
Cosinus 1| 4+]|0}|—-A| — o+ | 1
Tangens | 0 | 4+ | o0 | — 0] 4+ o| —| O
C?tanyens ol 4+ 0| —]| o 4+ 0| — o |
Becans 114+ o| — || — + | 1
Cosecans | oo —+ 1 + | w| — -1 — ©

Wij hebben in het voorgaande overzicht niet begrepen den sinus en
Cosinus versus, evenmin als de koorde, vermits elke dezer lijnen
In de vier onderscheidene kwadranten het positieve teeken be-
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houdt *). Niets belet nu om den bewegenden straal op nieuw de
achtereenvolgende kwadranten, en alzoo den geheelen cirkel eenige
malen achter een te doen doorloopen. In het 5' kwadrant zullen
de goniometrische lijnen zich alsdan in denzelfden toestand be-
vinden als in het eerste, en dus allen positief zijn, terwijl de tee-
kens in de 6e, 7e en 8¢ kwadranten respectievelijk met die in de
26, 3¢ en 4¢ kwadranten zullen overeenkomen.

10. Dekoorde AM maakt echter hieromtrent eene uitzondering,
daar zij, te beginnen met het 5¢c kwadrant , negatief wordt, en eerst
na dat het punt M ten tweede male den geheelen omtrek doorge-
loopen heeft, wederom tot den positieven toestand overgaat. Van
deze opmerkelijke eigenschap kan men zich gemakkelijk overtuigen
door de volgende beschouwing.

Zij namelijk XX’ (fig. 4) eene onbepaalde lijn, draaiende om het
vaste punt A, en beschcuwen wij haar in de vier aangewezen stan-
den, waarbij zij den omtrek achtereenvolgens in de punten M, M, ,
M,, M, snijdt, als wanneer de lijnen AM, AM,, AM,, AM; de
koorden in de vier eerste kwadranten zullen voorstellen. Nemen
wij nu elken afstand AM als positief aan, wanneer hij in de richting
AX’ geteld wordt, dan is het duidelijk dat, zoodra de bewegende
lijn XX’ eene halve omwenteling volbracht heeft en den cirkel we-
derom in M snijdt, de punten X, X', hierbij onderling van plaats
zullen. verwisseld zijn, zoodat nu AM in Ztegenyestelde richting van
AX’ geteld wordende, noodzakelijk als negatief te beschouwen is,
hetgeen met de drie volgende kwadranten eveneens het geval zal
moeten zijn.

¥) Men zal reeds hebben opgemerkt dat de goniowmetrische lijnen, even
als alle andere grootheden, niet van den positieven tot den negatieven toe-
stand kunnen overgaan, of omgekeerd, zonder intusschen nul of oneindig
groot te worden. Bij de sinussen en cosinussen kan alleen het eerste plaats
vicden ; bij de overige lijnen kunnen zich beide omstandigheden voordoen. Men
mag evenwel die eigenschap niet omkeeren, en, uit het door nul of door
het oneindige gaan der grootheden, besluiten dat zij hierom van teeken
moeten veranderen. De vergelijkingen y = (¢—=2)* en y = (_L.t)_’ kunnen

proy

zulks ten duidelijkste aanduiden, dewijl y in elk der beide gevallen # <« en
z > a, het positieve teeken behoudt, hoezeer die grootheid voor #=a, inmid-
dels nul of oneindig groot geworden zij. 1)z goniometrische lijnen geven zelfs
hiervan een voorbeeld. Zoo wordt de sinus versus = 0, zoodra de boog tot
360° aangegroeid is ; doch bij den overgang van het vierde tot het vijfde kwa-
drant, verkrijgt hij wederom eene positieve waarde.
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11.  Zijnu % een geheel positiefgetal , dan zullen tot elk der bogen
a, a+2180°, a4 4.180°,....a+ 2£1800,

naar aanleiding van het voorgaande, dezelfde goniometrische lijnen
(de koorde alleen uitgezonderd) behooren, waardoor men alzoo, met
inachtneming van het hiervoren verklaarde, in het algemeen zal
mogen stellen :

sin a = sin (2£.180° 4 a),

sin &= sin (1800—a) = sin { (2% +1)1800—z} ,
cos a — cos (2k.180° +- a) ,
c08 & = cos (—a) = cos (24.180°—2z) ,
(I) tang a —tang (180° + a) = tany (#.180° +-4),
cot a — cot (180° 4 &) = cot (£.180° +-a) ,
sec a = sec (2k.180° +-a) ,
sec a — sec (—e) = sec (24.180%9—a) ,
cosec @ = cosec (241800 4~ a),

cosec @ = cosec (180°—az) =cose3{(2k +1) 180°—a} ,

waaruit dus blijkt, dat, ofschoon tot elken gegeven boog slechts ééne

bepaalde goniometrische lijn behoort, daarentegen een oneindig aan-

tal bogen aan te wijzen zijn, waartoe dezelfde goniometrische lijn
behoort.

12. De voorgaande beschouwing in verband met het tafeltje van
n°. 9 geven nog aanleiding tot de volgende opmerkingen:

19, dat de sinus en de cosecans, de cosinus en de secans, de
tangens en de cotangens steeds hetzelfde teeken bezitten. De
reden hiervan zal later blijken.

20, dat elk der goniometrische lijnen positief is in twee en ook
negatief in twee, kwadranten. Zoo zijn de sinus en cosecans
positief in het eerste en tweede, de cosinus en secans in het
eerste en vierde, de tangens en cotangens in het eerste en
derde kwadrant. '

30, dat de sinzs en de cosinus nimmer de waarde van 41 en —1
kunnen overschrijden, omdat die goniometrische lijnen altijd klei-
ner bljjven, hoogstens gelijk worden aan den straal des cirkels:
Sinus en cosinus zijn dus altijd positieve of negatieve breuken
en omgekeerd zal elke positieve of negatieve breuk de sinus of
cosinus van een hoek voorstellen. Virdt men als uitkornst eener

« berekening een sinus of cosinus grooter dan een, dan weet
men zeker dat het vraagstuk onmogelijk of de berekening fout is.
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59,
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dat de tangens en cofangeas alle mogelijke positieve en negatieve
waarden kunnen bezitten, omdat zij zich op hunne lijnen van
nul tot positief en negatief oneindig groot uitstrekken. Omge-
keerd kan dus elk positief of negatief getal gelijk gesteld wor-
den aan een tangens of cotangens.

dat de secans en cosecans zich kunnen uitstrekken van < oo
en — o tot +1 en —1, maar geene volstrekte waarden
kleiner dan de eenheid kunnen bekomen, omdat deze lijnen
zich altijd van uit het middelpunt tot buiten den cirkel
uitstrekken en dus altijd grooter dan, minstens gelijk aan
den straal zijn. Derhalve kunnen nimmer positieve of ne-
gatieve breuken gelijk aan een secans of cosecans gesteld
worden.

In het tafeltje van n°.9 zijn de sinns versus en cosinus versus
wegens hunne mindere belangrijkheid niet opgenomen, hoewel
wij opgemerkt hebben, dat zij in alle kwadranten positief blij-
ven, als wordende steeds in dezelfde richting geteld. Uit fig. 3
kunnen gemakkelijk de waarden dezer lijnen voor de grenzen
der kwadranten opgemaakt worden. Men vindt dan:

sinvers 0°—=0, cosvers 0°—=1,
sinvers 900 =1, cosvers 90° =0,
sin vers 1800 =2, cos vers 180° —1,
sin vers 2700 —1, co8 vers 2700 —= 2.

Ook de waarde der koorden kan voor deze hoeken gemak-
kelijk uit eene figuur worden afgeleid.

§ IL

Betrekkingen tusschen de gomiometrische lijnen tot denzelfden
boog behoorende.

13. Er bestaan tusschen de onderscheidene goniometrische lijnen

van denzeltden boog, zekere betrekkingen van afhankelijkheid , welke
het van belang is te kennen en zich in het geheugen te prenten,
dewijl zij den grondslag der geheele goniometrie uitmaken.

De gelijkvormige rechthoekige driehoeken CPM, CAN, CA N,

(6ig.1) geven het middel aan de hand om die betrekkingen op te
sporen. Men heeft namelijk in de eerste plaats door toepassing van
het theorema van PYTHAGORAS op elk dezer driehoeken, daarbij den
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straal des cirkels tot lengte-eenheid aannemende ,

in A CPM:
MP? - CP* —=CM?
. of simat-costa—1 . . . . . . . . (1D
in A CAN: )
o CA# 4 AN?® —CN7##
of 1+4tangra—sec*ta. . . . . . . . (2)
in ACAN,:

CA,*+A,N,*=CN,?
of 1+4cotta—cosec’a . . . . . . . . (3)
Vervolgens geeft de gelijkvormigheid der driehoeken CPM en CAN:
MP : NA=CP : CA=CM : CN..

of sinw : tanga=cosa : 1 =1: seca,

dat is:
__sina .
tangw_m B (]
-1
OO —— e e ®)

Uit de gelijkvormigheid van A CPM met A CA N, volgt:
MP : CA, = CP: AN, = CM : CN,

of sina:1 — cosa : cota =1 : coseca;
gevende:
8 @ .
cota =22 S ()
i sin @
cosec 8 = —; N
sin a

Eindelijk geeft de gelijkvormigheid van A CAN met A CA,N,:
AN : CA, = CA : AN, = CN : ON;

of tanga : 1 — 1 : cot a = seca : coseca;
derhalve : :
1
ta — ..
cot a fang @ ®
tamg s =22 . ... ...
™8 = e a ©)

Deze negen betrekkingen kunnen niet onderling onafhankelijk zijn,
want er komen slechts zes veranderlijke grootheden in voor, en deze
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kunnen hoogstens door vijf onafhankelijke betrekkingen verbonden
zijn. Zal echter een hoek door ééne goniometrische lijn bepaald
wezen, dan moeten tusschen de zes grootheden werkelijk vijf onaf-
hankelijke betrekkingen bestaan en uit deze de andere betrekkingen

afgeleid kunnen worden.

Gaan wij b. v. uit van de vijf formulen:

sin®a < costa —= 1 .
1 4 tangra = secta
1 4~ cot? a = cosec® a

sin a
tang @ —= .

cos a

08 @
cot.a — c'

sin a

dan volgt al dadelijk uit (4) en (6):

cot a —

tang a
Uit (2) en (%) volgt:
Y
S~ B — 4ot a
cost a
of cos® a -+ sin® a — cos? a.sec?,

dat is, lettende op (1):

1 = cosda.secta,

derhalve:
1
sec ¢ —
cos a
Evenzoo geven (3) en (6):
cos? o
sin? a

#in3a <4 cosd a = sin® a.cosec a,

= cosec?® a,

1 = sint a.cosec® a,

coseC @ —— ——— .
sin a

Eindelijk volgt uit (4), (5) en (6):

1

tano a __cosec @
Me="1 =

88(.' a

830 a
60888 a

1)
(2
©)

%)
®)

®)

®)

M

)
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Op dezelfde wijze kan men uit elke vijf onderling onafhankelijke ,
de vier andere betrekkingen afleiden.

Om deze voorname formulen gemakkelijk te onthouden, kan men
ze op de volgende wijze in woorden uitdrukken :

19, De som der vierkanten van den sinus en den cosinus, het verschil
der vierkanten van den secans en den tangens en het verschil der
vierkanten van den cosecans en den cotangens is gelijk aan de eenheid.

2. De cosecans is ket omgekeerde van den sinus, de secans ket omgekeerde
van den cosinus, de cofangens het omgekeerde van den tangens.

3%. De tangens is gelijk aan de verhouding van den sinus tot den cosinus,
de cotangens aan de verkouding van den cosinus tot denm sinus.

Eenige eigenschappen aangaande de teekens en de grenswaarden
dezer goniometrische lijnen, diein de vorige paragraaf uit de figuur
zijn gevonden, kunnen uit de bovenstaande betrekkingen worden
afgeleid.

De formulen (5), (7) en (8) leeren, dat sinus en cosecans, cosi-
nus en secans, tangens en cotangens steeds hetzelfde teeken bezit-
ten, terwijl uit (4) en (6) blijkt, dat tangens en cotangens positief
zijn, wanneer sinus en cosinus gelijk teeken, doch negatief, wanneer
zij ongelijk teeken bezitten. Hierdoor kan men terstond al de -tee-
kens der goniometrische lijnen opschrijven, wanneer men slechts
onthoudt, dat de sinus in het eerste en iweede, de cosinus in het
eerste en vierde kwadrant positief is.

Uit de formule (1) volgt, dat sinus en cosinus altijd gelegen zijn
tusschen 4 1 en — 1 ; uit formule (2) en (3) dat de secans en
cosecans altijd grooter dan -1 of kleiner dan —1 zijn.

Uit fig. 1 volgt nog :

AP = AC — CP

of sinversa=1—cosa; . , . . . (10)

A,Q = A,C—CQ

of cosversa —=1 —sima; . . . . . ('l'l)

AM? — AB X AP
of koorde* a — 2 X sinversa = 2(1 — o0s 2) . . (12)

door welke formulen de sinus versus, de cosinus versus en de koorde
uit den sinus en cosinus kunnen afgeleid worden. Door (10) en (11)
wordt bevestigd, dat de sin vers en cos vers altijd positief zijn, omdat
sina en cos « nimmer grooter dan 1 kunnen worden.

14 Voor het gemak en de duidelijkheid zijn al de voorgaande
formulen afgeleid , in de onderstelling, dat de hoek in het eerste
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kwadrant is gelegen, hoewel reeds stilzwijgend is gebruik gemaakt
van hare algemeene geldigheid. Dit laatste valt niet moeielijk aan
te toonen door den hoek in een ander kwadrant te nemen en de
zelfde bewerking toe te passen, daarbij lettende op de teekens, die
de goniometrische lijnén door verschil van richting verkrijgen. Neemt
men b. v. de hoek ACM, (fig. 3) in het tweede kwadrant, dan
worden de gelijkvormige rechthoekige driehoeken: CP,M,. CAN,
en CA,N,; voor den hoek ACM, in het derde kwadrant heeft men
de driehoeken: CP,M,, CAN en CA,N,; voor den hoek ACM; in
het vierde kwadrant de driehoeken : CP ;M;, CAN, en CA N, ;
het zal terstond blijken, dat elk dezer groepen van driehoeken
dezelfde betrekkingen oplevert als de oorspronkelijke.

15. Daar elke hoek bepaald is door ééne goniometrische lijn,
moet het ook mogelijk zijn door middel van de gevonden formulen
elke goniometrische lijn in elk der anderen uit te drukken.

Nemen wij tot voorbeeld den sinus en zoeken de formulen , waar-
door hij uit den cosinus, tangens enz. wordt berekend.

Form (1) geeft terstond:

sina = V' (1 —cos? a)

en form (7)
S |
sina— ——,
cosec a
derhalve in verband met (3)
1

e = S el d)’

hierin de waarde van cof a uit (8) substituerende :

sin @ — 1 tang a
V(1+tang= a ~ VirEs a)
eindelijk ingevolge (1) en (5):
sina=p (1 —cos3a)=V (1 —_ “:z )= V("ei:ca;- 1,

Op dergelijke wijze voor elk der goniometrische lijnen te werk
gaande, verkrijgt men het volgende volledige samenstel betrek-
kingen :
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tang a — 1
V(A+-tangra) — /(T4 cot? a)
— W (ecra—t) __ 1

ca’aa;V('l—m’a):

séc @ cosec @’ ° - (19
cosa=/ (1 —sinta)= 1 = cot a
- = V(I+targia) — V(T 4-cot?a)
— 1 __ V(cosec? a—1) (14)
= _——= ey e e e
- sin a V(@ —costa) __ 1
tang a = V(I—sinta) — cos a ot a

=V(aw’a—1)=|—/_(_coTec1’_7——-ﬁ’ N ¢ 55))

coba = V(A —sina) _  cos a 1

sina V(A —costa)” tang a

:—.V_@w_,i__fa_)zy(mcza—n, C e e .. (18)

— 1 -1 _
wea= V(I —sinta) ~ cos a T Vi + tang* a)
— V(A 4cotta) _ cosec a 7
T 7 cta " V/(cosec? a—1)’
cosee @ — 1 1 — V(1 4-tang? a)
T sima P (1—cos?a) tang a
=y 4 cot?a) = _seca .. . (18)

V(ecta—1) ° ° °

Door deze formulen kan men alle goniometrische lijnen van een
hoek berekenen, wanneer eene gegeven is. Alleen met betrekking
tot het teeken kan eenige moeielijkheid ontstaan bij die formulen,
Wwaarin eene wortelgrootheid voorkomt. Daarom moet het teeken
200 veel mogelijk vooruit worden opgemaakt, dan behoeft men slechts
de volstrekte waarde der lijnen in rekening te brengen. Is het echter
niet bekend in welk kwadrant de bedoelde hoek gelegen is, dan
blijft er steeds eenige dubbelzinnigheid, omdat elke goniometrische’
liin tot twee hoeken kleiner dan 360° behoort.

Is b. v. van een hoek gegeven de sinus, dan kan hijj in twee kwa-
dranten gelegen zijn, bij positieve waarde in het eerste en tweede,
bij negatieve in het derde en vierde. Tot nadere bepaling moet dan
gegeven zijn, df het kwadrant waarin de hoek ligt, of het teeken

2
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van eene der andere goniometrische lijnen (behalve diegene, welke
het omgekeerde van de gegevene is).

‘Weet men b. v. van een hoek, dat zijn sinus negatief en zijn
cosinus positief is, dan moet hij in het vierde kwadrant zijn gele-
gen. Bij de toepassing der goniometrie op de driehoeksmeting is
het bezwaar niet groot, omdat men daar in den regel te doen heett
met hoeken kleiner dan 180°, zoodat dan alleen de sinus dubbel-
zinnigheid kan geven, terwijl het teeken van den cosinus of tangens
terstond aanwijst in welk der beide kwadranten de hoek is gelegen.

1e Poorbeeld. De goniometrische lijnen e berekenen voor een khock
van 41200, .

De hoek ligt in het tweede kwadrant, dus zijn de sinus en de cose-
cans positief, de andere lijnen negatief. Zij (fig.3) L ACM, =120°,
danis |_P,CM, =609, en dus in den rechthoekigen driehoek CM, P,
volgens eene bekende meetkundige eigenschap :

CP,={CM,
of cos 1200 =—1.

Hieruit volgt :

sin 1200 =p 1—pP=4v'3
tang 1200 = %28 _ _ v3

cos a
0. C8a __
cot 120 === V3
2ec120° —= 1/ (1 4 tang3 a) = co;l - = — 2
cosec 1200 —= 3/ (1 < cot? a) = —1- =3V

Qe Poorbeeld. Van een koek is de sinus— — )/ }, de overige gonio-
metrische lijnen te berckenen.

. In alle gevallen heeft men :
cosec a:-i--: —y 3.
sm a

Daar verder de hoek zoowel in het derde als vierde kwadrant kan
gelegen zijn, blijft het teeken der andere lijnen onbepaald. Deze
verkrijgen dus het dubbele tecken, en dit zullen wij zoo plaatsen,
dat het bovenste geldt voor het derde, het onderste voor het vierde
kwadrant. :
coaa:V('l—cin’a):ZFV§,

g =0y gy,
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1

cota:tm:j:VQ,
1 _
aeca__m Fvi

. Verder door de formulen (10) — (12):
sinversa—1 —cosa=1TF " §,
cosversa—1—sina=1+4p 1,
koorde a =21 (1 —cos a) =21V (1 F ' }).
Tot verdere oefening mogen de volgende opgaven dienen.
De waarde van aile goniometrische lijnen te berekenen ,
10, van elk der hoeken 1500, 2100, 3159 ;
2°. van een hoek, wiens cosinus=—1 (16 —172);
3% van een hoek , wiens tangens ——1/ (54217 5).
Eene enkele opmerking kan hierbij niet ondienstig zijn. Later is
het dikwijls noodig den sinus of cosinus van een hoek uit zijn tan-
gens te berekenen. Stel nu dat gegeven is:

tang a :-Z— ,
dan volgt uit de voorgaande formulen:
2
sin a— tang a — g p—t P ,
2 - 2\ — 2 2
VU tang*a) V(i +’;—, ) V{p*g?)
co8 ¢ — 1 1

g
V(A +tangta) = (1 _,_p) = Ve’

waaruit deze eenvoudige regel kan opgemaakt worden. Schrijft
men de tangens in den vorm eener gewone breuk, hetgeen altijd
kan geschieden, dan is de sinus gelijk aan den teller gedeeld door
den wortel uit de som der vierkanten van teller en noemer, ende
cosinus gelijk aan den noemer gedeeld door het zelfde getal.

§ III.

Betrel:kmgen tusschen de goniometrische lijnen tot verschillende
bogen behoorende.

16. 'Wij gaan nu over van de betrekkingen, die tusschen de gonio-
metrische lijnen van denzelfden hoek bestaan, tot diegene, welke
de goniometrische lijnen van verschillende hoeken onderling verbin-

2t
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den. Daar de hoeken, volgens de voorwaarde in § I genoemd, door
bogen met gelijken straal beschreven moeten gemeten worden, kun-
nen wij ze in denzelfden cirkel plaatsen met de hoekpunten in het
middelpunt.

Zij dus (fig. 5) L ACB=—a een willekeurige hoek en zetten wij op
het veranderlijke been CB terwederzijde een anderen willekeurigen
hoek BCD —=BCD, =34, dan is:

LACD =a+-3, LACD,":::a—b,

en nu is in de eerste plaats de vraag, om de goniometrische lijnen
van de beide laatstgenoemde hoeken uit te drukken in die van a en 8.
Trekken wij daartoe BE, DF, D,F, loodrecht op AC, dan is:

BE=sina, CE=cosa,
DF —sin (a4-1), CF —=cos (2 4 b),
D,F, =sin(a—1?b), CF,=cos(a—5).

Vereenigen wij nog D met D,, dan is deze lijn loodrecht op CB,
omdat CB den hoek DCD, midden doordeelt. Zij G het snijpunt van
CBenDD,, dan is, wanneer CB als het vaste, CD als het ‘veran-
derlijke been van |_DCB beschouwd wordt,

DG =sinb, CG =cos &.

Als hulplijnen trekken wij nog door G eene lijn IH loodrecht op
AC en DI, D,I, evenwijdig-2an AC, dan zijn de driehoeken
DIG en D, I, G gelijk en gelijkvormig,, omdat zij behalve gelijke hoeken
nog DG—=D,G hebben. Hieruit volgt:

IG=I,G e ID=ID,.
Nu is:
DF =IH—=HG+4-GI,
D, F, =I,H=HG—GI, =HG—GI,
CF=CH—HF=CH-1ID,
CF,=CH+HF, =CH+1,D, =CH+ID.

De eerste leden dezer vergelijkingen zijn de grootheden, die be-
rekend moeten worden, zoodat alles neérkomt op het bepalen van
de vier lijnen, die de laatste leden samenstellen.

Hiertoe beschouwen wij in de eerste plaats de gelijkvormige drie-
hoeken CBE en CGH, waarin

' EB : HG—=CE : CH = CB : CG
of

a: HG=cosa : CH=1 : cosb,
derhalve

HG = sina cosb, CH=—cosa cosb.
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Uit de gelijkvormige driehoeken CBE en DGI volgt:

EB : ID=CE : GI=CB : DG

of
sina : ID—=cosa : GI—=1 : sin b,
gevende '
ID=sinasinb, Gl—=cosa sinb. -

~ Substitueert men de gevonden waarden in de genoemde verge-
lijkingen, dan verkrijgt men:

sin (a4-b)=sinacosb4-cosasind, . . . . . (19)
sin(a—b)=—sinacosb—cosasinb, . . . . . (20)
cos (a4 b)—=cvsacos b —sina sin b, <@
cos(a—0b)=cosacosb--sinasinb. . . . . . (22)

Door deze vergelijkingen worden de sinussen en cosinussen van de
som en het verschil van twee hoeken uitgedrukt in de sinussen en
cosinussen van de afzonderlijke hoeken. Zij zijn de grondformulen
der goniometrie, omdat alle andere uit deze afgeleid worden.

De tweede kan uit de eerste worden afgeleid, wanneer men -4~
door — & vervangt, dan toch, zooalsin §1 is gebleken, blijft cos
onveranderd , maar gaat siz é over in— sin b; evenzoo kan de vierde

uit de derde worden atgeleid. Korter schrijft men de vier formulen
in dezen vorm

cin(aib):ainacosb:I:coaasinb,'
c08 (& += 8) = cos a cos b T~ sin a sin b.

Het is wellicht niet ondienstig eene andere afleiding dezer formulen
te laten volgen.

Men neme op het kwadrant AB (fig. 6) den boog AM —=a, en den
boog BN =1 ; trekke de koorde MN, gelijk mede de lijnen MP en
NQ loodrecht op, en MR evenwijdig aan de middellijn AA, , dan
heeft men klaarblijkelijk, ingevolge de bepalingen hiervoren (n°.2)
gegeven ,

MP—=siwa, CP=—cosa, NQ=—cosb, CQ=—sinbd
voorts . MN =900 — (a 4 5)
dus volgens (12) MN? =21 —sin (a4 b)).

Maar de rechth. driehoek MNR geeft ons daarenboven ,
' MN? —=MR? 4 NR?, }
of 2(1 —sin(a+41))=(CP— CQ)? 4 (NQ — MP)?;
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en stellende hierin voor de lijnen CP, CQ, NQ en MP, hare
goniometrische waarden, dan komt er

2 — 2 sin (a -+ b) = (cos a — sin b)2 4~ (cosb —sin a)3,
dus, na ontwikkeling en herleiding, met inachtneming van form. (1)
2—2sin (a4 5) =2 — 2 sin a cos b — 2 cos a sin b.
Derhalve sin (a 4-8) —sinacosb~-cos asin b,
en hierin aan den boog & eene negatieve waarde gevende,

8in (a — b) — sin a cos b — cos a sin b.

Deze laatste formule zoude men ook rechtstreeks uit de figuur
hebben kunnen afleiden, door den boog & ter linkerzijde van B,
naar N’ uit te zetten, en vervolgens de koorde MN’, zoo mede de
loodlijnen N'Q’ en MR’ te trekken. De boog MN! verkrijgt dan tot
waarde 90° 45 — a, dus cos MN’ = cos (900 — (a—1b)) = +in (a—3),
zijnde het overige van het bewijs volkomen gelijk aan het voorgaande.

Hierdoor is alzoo reeds de eerste der beide voormelde grondfor-
mulen betoogd. De andere laat zich onmiddelijk uit (19) en (20)
afleiden . door slechts voor den boog @ zijn complement 90° —a te
substitueren. Alsdan zal a4-5 in 90°—(3—4&) , en a—b in 90°—(a4-5)
overgaan. Die beide formulen geven nu terstond

co8 (@ —b)=—cosacosb -} sinasinb

c08 (@~} &) = cos a cos b— sin a sin .

Het zal voor den leerling niet onnuttig zijn de vier grondformulen
in woorden it te drukken, ten einde die gemakkelijk in het geheu-
gen te behouden. '

Ofschoon het voorgaande betoog eeniglijk gegrond is op het geval
waarin elk der bogen 2 en 4 minder dan 90° is, zoo kan men zich
echter, door het ontwerpen eener afzonderlijke figuur , gemakkelijk
overtuigen, dat die formulen insgelijks waar zijn, bijaldien men elk
der bogen van O tot 360° laat aangroeijen, en zij derhalve de ver-
eischte algemeenheid bezitten.

17. 'Wij zullen thans doen zien, op welke wijze men daaruit een
groot aantal andere goniometrische betrekkmoen kan afleiden, welke,.
zo0 als in het vervolg blijken zal, in de toepassingen der goniometrie
van zeer uitgestrekt gebruik zijn.

In de eerste plaats mogen wij niet onopgemerkt laten , dat indien
men in de gevonden formulen, voor a achtereenvolgens 90°, 180°,
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270° en 360° schrijft, men alsdan de navolgende reeds vroeger
(0% 7 en 8) uit de figuur afgeleide formulen wederom bekomt.

#in ( 900 4= 8) =cos b cos ( 90° H=0)—="TFsind

8in (1800 - 8) =T sind 08 (1800 4= &) —= —cos b

8in (2700 4= b) —= —cos b cos (270° = 6) —= - sin b

sin (360° 4= 8) —=+-sin b 08 (360° 4-8) —cos b,
waaruit de positieve en negatieve toestand der sinussen en cosinus-
sen in de vier eerste kwadranten nader bevestigd wordt.

Verder volgt uit die formulen nog, door de letters « en & onder-
ling te verwisselen :

8in (b—a)—— sin (a—1b) ¢08 (b — @) = cos (a — D)
en dus, 6 —a=—p stellende,
8inp=——sin(—p)  cos p =cos(—p)
hetgeen met het verklaarde in n°.8 geheel overeenstemt.

18. De form. (19) en (20) door elkander deelende, komt er

sin(a-4-06)  sinacosb—-sinbcosa
sin(a—10) — sinacosb—sinbcosa

en dit laatste gebroken, onder en boven, door cos a cos 6 deelende ,
vinden wij, met behulp van (4) en (8)

sin(a+-8) __tga-titgb __ cotb4-cota (3)
sin(@a—b) ~ tya—1tgb  cotb—cota ~ ~ ° °

Dezelfde bewerking op de form. (21) en (22) toepassende, beko-
men wij
cos(a+6) _ 1 —tgatgb __cotacotd—1
cos(a—20)  T4-lgatgh™ cotacotb+41 "~

C .2

Wanneer wij daafentegen de form. (19) door de form. (21) deelen,
200 ontstaat hieruit, na den teller en noemer der breuk door het
product cos @ cos b gedeeld te hebben,

tga+1tgb
tg(a+8) = 'T% N )]
Op dezelfde wijs komt er

o tga—1gd
tg (a 6)_m—a—-ty—b. < e e e . (26)
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dus ook

cot(a+6)=1"".<lat.¢b __cotacotb—1 .

lga--tgd =~ ‘cota—-cott

en cot(a-—a):i"‘tﬂatyb__cotacot‘b+'1 o

tga—1tgh ~ “cotb—cota

@1)

(28)

Stellende in al de voorgaande formulen é—a en daarna 2z —a
dus e==}a, dan verkrijgen wij de navolgende goniometrische be-

trekkingen tusschen een hoek en.zijn tweevoud.

sin2e—2sinacosa. sina==2sinfacos}a
cos2a=—cos3a—sn3a. cos2a—1—2sin3a=—=2cos2a—1.
1 —cus2a=2sina. 1+4cos2a—=—2cos? a
. 1—cos2a . ., (1—cosa
ma._V(-——g—-). nn.}a_V( 5
1 2 4
caaa_—_V(—-—.-l—;“ a). coa}a:V( +2coaa
y2a= 2%a __  2cota ! B

1—42a ™ cot3a—1 """

1 —tyra __ _
cot2a—= Tha =1} (cota—1tga) . .

Uit de deeling van (32) door (33) volgt nog,

(= NRTE =

14cos2a
of tga= r:-ncfsaQa 1::;’3“_008&24—00152 a.
o= AT e
cota=y %{). cotfa=yp
cota— sin2a __ 1-4-cos2a

1 —cos2a ™~ “sin2a

sina __1--cosa

Mt*a=1—waa — Tsina

voorts uit (37) en (38) #y @ tg } « —=sec 4 — 1.
tgacot } a—=sec a41.

Door optelling en aftrekking vindt men uit (37) en (38)

tg}a—+tcot} a—=2cosece .
colfa—tgla=2cote . .

1 <4cosa

1 —cos

= cosec 2a - cot 2a.

== c08¢eC a=f=cot &

(29)
(30)
(31

(32)
(33)
(34

(35

(36)

. (37

(38)
(39)
. (40)

(44)
(42)



De form. (36) geeft tevens
1—1t2a . . 2¢tya
coa2a_»1+t vl dus am2a_w-a . . . (43
eindelijk volgt uit (12) en (32) '
koorde a —= 2sin }a,
hetgeen ook onmiddellijk uit de figuur afgeleid kan worden.
19. Stelt men verder  — 459, dan geven de beide grondformulen
(19) en (21), omdat sin 459 =}/ 2,
sin (45" 4 b) =cos (459—b) =} (cosb+-sin &) 1/2 . . (44)
co8 (45° - b) — sin (450—b) =L (cos b—sin 8)172 . . (45)
Uit (25) en (26) volgt in dezelfde onderstelling,
A4tyb __ cotd41
450 = o ==L ==, .
%9(45 L=t (BB FO) =y 35 = opd (46)
Uit (31) door 2 —=45° — } « te stellen,

1 —sina=2sin2 (45 —1a), sin(45°—}o)=p 1—-sinu) . (47)

14sina=2cos? (45—} o), cos(45° — ‘a)—l/('1+:ma) . (48)

1—
tg (450 —f &) ==cot (45° +} o) = V(1+::‘Z:) =1 _c:’s; 3

='.1_—c;:::'a=seca—tga e e e .. (49
. 01— +-sinay __1+4-sina
tg (45° 4} ¢)—=cot (45°—} o) = V(},—szna T Teosa
=1 fis;%a =secettye . . . . . . (50)

En uit (42) en (41)
lge—=14% {cat (45° — 1 o)—1ty (45"—}0;)} R (2}
seca—1} {tg (45‘°—,}a)+col(45°—*a)} .. (52

Wanneer wij de formulen (19) en (20) optellen en van elkander
aftrekken , komt er

vin (a4 b) 4 sin (6 — ) = 2sin a cos b,
sin (@ - b) — sin (a — b) =2 sin & cos a.
Op gelijke wijze geven de formulen (21) en (22)

cos (a —b) - cos (a4 8) =2cosacos b,
c08 (& —b) — cos (a + b) = 2 sin & sin &
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Schrijven wij in deze vier formulen, voor ¢ + 3, p, en voor a—b, ¢,
danisa=14(p +q) en b=}(p—¢). Hierdoor gaan zij over in
sinp—+sing=2sin}(p4g)cos}(p—g) . . . (53)
sinp—sing—2sint(p—gq)cost(p+gq) . . . (54
co8q—cosp=2sin}(p+gq)sin}(p—g) . 3 - (69)
cosq+cosp=2cos } (p4-q)cost(p—gq) . . - (56)
welke door deeling de navolgende opleveren :
sinptoing _ i(p+q _otilp—a) | (57
sinp—sing~ Hilp—gq)  cit}(r+9)
i ep M=y 0+aui(—0) - &9
en door vermenigvuldiging,, hierbij onder het oog houdende dat
2sinfacoste—=sine,
(sin p—t-sin g) (sin p——sin g) ==sin*® p— sin* g ==sin (p=-g)sin(p —q) (59) -
(cos p—-cosg) (cos g — cus p)==cos? g — cos* p = sin (p—-¢)sin(p—q) (60)
In deze beide laatste formulen voor den boog p zijn complement
900 — p schrijvende, zoo verkrijgt men hieruit
(cos p + sin g) (cos p — sin g) = cos* p — sin? ¢
=cos(p+q)cos(p—g) - . . . . - (61)
(sin p —+ cos q) (cos ¢ — sin z) = cos® ¢ —sin?p
= cos (p =4~ ¢) cos (p — gq).
Behalve de voorgaande, laten zich uit de form. (53)tot (56) nog de
volgende afleiden, door namelijk beurtelings daarin te stellen
p=45°+a, ¢g=145° —a,
p=230°+a, ¢=30°"—ga,
" sin (450 - 0) - sin (450 —a)=cosa V' 2 . . . (62)
sin (450 +-a) — sin (45° —a)=sinalV’ 2 . . . (63)
sin (300 - &) +sin (300 —a)=cosa . . . . . (64)
cos (300 — a) —ces (300 +a)=sina . . . . . (65)

dus ook
08 (60° 4 )+ cos (60° —a)—=cosa . . . . . (66)
sin (60° 4 a) — sin (60° — a) =sina . . . (67)
Stellende in (62) en (63) ¢ =1 ¢, dan vindt men nog met behulp
van (47) en (48) de twee formulen :
cospa=3}V A4-sina)+4V 1—sine) . . . (68)
sinto=1V (14sino)—3V {1 —sina) . . . (69)
welke met (32) en (33) volmaakt overeenstemmen. Immers door ze
in het vierkant te brengen, bekomt men wederom
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cosd fa=}(1 4V (1 — sin? a))—_-1+20°",
en sintfoa=}(1—V (1 —sin3 a))=1—2coc?.

20. Hgt zoude niet moeielijk vallen, de voorgaande formulen met
nog een aantal andere van gelijken aard te vermeerderen. De hier
medegedeelde zijn echter die, welke, hetzij bij goniometrische her-
leidingen , hetzij bij de samenstelling der sinustafels (waarover straks
nader) het meest voorkomen. Uit dien hoofde onthouden wij ons,
daaraan eene overtollige uitbreiding te geven. Wij zullen echter
nog ten slotte hier eenige belangrijke goniometrische betrekkingen
tusschen drie verschillende hoeken laten volgen, waarvan wij het
betoog aan den lezer ter oefening overlaten.

i sitmacosbeosc
sn(a—-b-4c)—= z-l-sin bcosa coec} —sinasinbsinc . (70)
[+ $in ¢ cos a cos b
sin a cos (b - c)
sin(@4-b~4-c)= {~sin bcos(a-c)+ 2sin asinbsinc (T1)
- sin ¢ cos (a—4-8)
cos a sin b sin ¢
c08 (@ 4 & -4 ¢) = cos a cos b cos c — +00858ina8iﬂ0= » (72)
~-cosc sina sin b

‘ cosccos(a+6)}
cos (@b —4-c)= { = cos b cos(a—}-c) ¢ — 2 cos a cos b cosc (73)
1—|—cosacoe(b+c) o
Voora 4§ +4c =900, is ’
1—sint a—sind b—sind c—=2sinasinbsinc . . . (74)
3in2a—-sn 26 —4sin2c—4cosacosbcose . . . (1)
Voor ¢ 4§ -4 ¢c=180°, .
sinQa—~-sin2b+4-sin2c=hbsinasinbsinc . . . . (76)
1 —cos? a—cos? b—cos? c=2cosacosbcosc . . . (77)
sind c—sin® a—sin3 b+ 2sinasinbeose=0 . . . (78)
sina—t-sinb-t-sinc=4dcostacosfbcostec . . . . (79)°
tga+-tgbt-tgc=tgalgbtge . . . . . (80)
col acotb—cotacotc—+cotbeote=1. . . . . (81)
Voor & 45 4 ¢ =360°,
1 —cos® a—cos? b—cos? c+2cosacosheosc=0 . . (82)
 tyat-tgbt-tge=tgatgblge . . . . . . (83)
tyatyb—tgatgct-tgblge=1—secasechsecc . . . (84)



28

21. Stellen wij thans in de formulen (71) en (73), e =b=c,
dan volgt hieruit ten eerste,

sin3a=23sinaces? a—sin3 a=3sina (1 —sin? a)—sin3a
dus  sin3a=3sina—4sinda . . . . . . . (8,
Verder
08 3a==cos3 a— 8 cosasin? a==cos® a—3 cosa (1— cos? a)
of  cos3a=4cos3a—3cosa . . . . . (86)

waardoor de sinus en cosinus van het drievoud eens hoeks uit die
van den enkelen hoek kunnen berekend worden. Met behulp dezer
beide laatste’ formulen en van de volgende

sinka—sinacos3a-t-sin3acosa,
cosbha=—ccs3acosa—sin3asina,

verkrijgt men na eenige herleiding: ’ ’

sinka=—(4sina—8sir3a)cosa,
cosba—=8cos* a—8cos3a-41;
evenzoo :
sin 5 a=>5 sin a — 20 sin3 a 416 sins a,
c085a=16cos®* a — 20 cos® a 4 5cosa;

en op die wijze voortgaande zou men tot eene algemeene formule
z0o voor den sinus als voor den cosinus van het » voud van eenigen
hoek kunnen geraken, waaromtrent wij.echter, daar zulks meer
tot de hoogere deelen der goniometrie behoort, in geene verdere
bijzonderheden zullen treden.

Alleenlijk zullen wij hier nog doen opmerken, dat de formulen

sin2a=—=2sinacosa, sin3a==3sina—4sinda
aanduiden, dat
sin2a <L 2sina, sinda < 3sina,

en men ook in het algemeen betoogen kan, dat sinna <nsina, en
dus < na, als zijnde sina < a; zoodat de sinussen van twee ver-
schillende hoeken altijd in eene kleinere rede toenemen dan die
hoeken zelven. '

Zijn echter de hoeken zeer klein, dan mogen zij nagenoeg als
, evenredig aan hunne sinussen beschouwd worden. Immers, vol-
gens de grondform. (19) heeft men, 6= (n — 1)« stellende,

sinna==sin(n —1)acosa - cos(n —1) asin a.
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Is nu # 2, en dus ook (»—1)a, even als a een zeer kleine hoek,
dan kan men, in de vorige vergelijking, zoo wel voor cos a als voor
c0s (n — 1) a de eenheid substitueren, waardoor zij in dat bijzonder
geval overgaat in
sinna—sin(n—1)a - sina.
Op gelijke wijze heeft men
sin(n—1)a=sin(n —2)a-tsina
sin(n—2)a=—=sin(n —3)a-sina
. enz. enz.
waaruit gemakkelijk te besluiten is,
sinna—sin(n—g)a-t-psina
zinde p <<n. Stelt men p—=r, dan komt er
sin n a=n sin a.
Voor een anderen kleinen hoek sz, zal eveneens
sin m a = m sin a.

Derhalve sinna:sinma—n:m=na:ma,

waardoor het gestelde bewezen is. Van deze laatste eigenschap
wordt eene nuttige toepassing gemaakt bij de berekening der sinus-
tafels, zoo als in de volgende § nader zal aangetoond worden.

§ IV.
Over de samenstelling der gewone- en der logarithmen-sinustafels,

22. Onder de samenstelling eener sinustafel verstaat men het
berekenen in deelen des straals, van de lengten der goniometrische
lijnen voor alle hoeken beneden het kwadrant, en met kleine ver-
schillen opklimmende. De hoogere wiskunde levert onderscheidene
reeksen op, waardoor die berekening voor elken hoek van gegevene
grootte, spoedig en tot op een groot aantal decimalen, nauwkeu-
rig geschieden kan. Daar echter deze beginselen niet bestemd zijn,
om de goniometrie in haren geheelen omvang te behandelen, zoo
kunnen wij de bedoelde reeksen hier niet voordragen *), maar zul-

%) Men kan hieromtrent raadplegen onze Lessen over de hoogere Algebra,
96e les, handelende over de ontwikkeling der goniometrische functién in
oneindige reeksen. ‘
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len ons bepalen met den lezer een algemeen begrip te geven van de
wijze om eene sinustafel te ontwerpen, ook zonder het gebruik der
hulpmiddelen, welke men aan de wiskundigen van lateren tijd ver-
schuldigd is, en eerst gevonden zijn, na dat verre de meeste, naar
de oude of sexagesimale verdeeling ingerichte sinustafels reeds ont-
worpen waren ).

23. In de eerste plaats zal men gemakkelijk inzien, dat de be-
rekening der zijden van de in den cirkel beschreven regelmatige veel-
hoeken, al dadelijk het middel oplevert, om de sinussen en cosinus-
sen van een zeer groot aantal hoeken eeniglijk door worteltrekkingen
te berekenen. In de meetkunde }) wordt namelijk geleerd, dat,
stellende de zijde van den regelmatigen » hoek —a, en die van den
regelmatigen 2z hoek in denzeltden cirkel beschreven —a,, men,
voor den straal 1, zal hebben de vergelijking

a'=V{2—V(4—a’)}. I
1800

Zij nu « = , dan is

a=koorde2 a =2sina, en a, =2sin } a,

waardoor alzoo uit den sinus van eenigen boog &, de sinus des hal-
ven boogs kan worden berekend , ten welken einde de formule (1)
nog onder dezen vorm zoude kunnen gebracht worden :

a,=V A4+ta)—V 1—14a) . . . . (2
Na hierin =2 sin «, en a, =— 2 sin } e gesteld te hebben, verkrijgt
men de reeds hiervoren gevonden form. (69) § IIL

sinfa=4V (14sine) — 4V A —sina) . . (3)

of 8in}d=VS1—’_2—w‘:.—).........(4)
welke laatste de voorkeur verdient, ingeval de cosinus van den hoek
reeds bekend is.

Daar nu sin 45% =23V 2 en sin 300 = { Roorde 60° =}, zal men
. thans, met behulp van eene der beide laatste formulen, den sinusen
cosinus der hoeken van 220 30’, en van 15°, en hieruit wederom
die van11915' en van 7° 30’ enz., door achtereenvolgende wortel-

#) Bij het berekenen der tafels van Borpa, CALLET, en van andere op de
decimale verdeeling van het kwadrant gegronde sinustafels, heeft men zich
echter met veel voordeel van de bedoelde reeksen bediend.

" 4) Zie bewerkers Leerboek der Meetkunde, I, § 20, form. ().
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trekkingen kunnen berekenen. Verder is de zijde des ingeschreven
vifhoeks, dat is 2 sin 36° =} V(10 —2V'5), dus sin 360 —
1V (10 —2V' 5); op gelijke wijze geeft de zijde des tienhoeks, -
8in 180 — 4 (—1 4~/ 5). Hieruit kunnen nu wederom de sinusen
cosinus der bogen van 99, van 4° 30’ enz. op gelijke wijze worden
afgeleid.

Overigens is het klaar, dat wanneer men eenmaal de goniometri-
sche lijnen der hoeken van 0° tot 45°, op de eene of andere wijze
heeft berekend, die voor alle grootere hoeken, tot aan het geheele
kwadrant, alsdan insgelijks bekend zijn, vermits

sin (450 4 a) == cos (45° — a) en cos (45° - a) =sin (45° —a),
waarom dan ook de gewone sinustafels zich niet verder dan tot het
halve cirkelkwadrant uitstrekken. Het is echter van belang hier te
doen opmerken, dat zoodra de berekening tot aan den hoek van 30°
gevorderd is, de sinussen en cosinussen van alle grootere hoeken tot
45%, door eene eenvoudige optelling en aftrekking kunnen gevonden
worden , en zulks met behulp der form. (64)en (65) § III, gevende
namelijk
‘ 8in (30° 4 o) =cos a—sin(30°—a) . . . . (B)

c08 (309 4 @) =cos (30° —a)—sina . . . . (6)

Gesteld thans dat men voornemens zij de goniometrische lijnen te
berekenen van alle bogen van 0° tot 30° , met 19 opklimmende, dan
zou men hierbij aldus kunnen te werk gaan.

Uit (3) volgt, door a —=30°, en dus sin @ ==} te stellen,

sin150 =4 (V 6 —1"2) en cos15° =4(V 641" 2).
Hiervoren is reeds gevonden
5in180 =} (—1+4-1"5), dus cos18° =4V (104-2V'5),
en volgens (3)
85in90 =1V (34-V 5)—1V (5—V'5)
c0s 90 =1V (841 5)4-1V B5—V 5).
24. De grondformulen
sin(a—>b)—sinacosb~—cosasind
c08(a—b)==cos acosb-}-sinasinb
geven tevens het middel aan de hand tot berekening van sin 3° en
cos 3%, door namelijk daarin e —=18° en 6 =15° te stellen, waar-
door men terstond bekomt
8in 30 =g (V' 64-1"2)(V 5—1)—} (V' 3—1)V (5+V'5),
c0s3° = (V 6—V 2)(V 5—1)4-}(V 3+1)V (5415).
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Op gelijke wijze verkrijgt men, door =159 en § =99 te stellen,
- met behulp der bovenstaande waarden van sin15°, cos 159, sin 9°
en cos 9°, na eene ligte herleiding *)
sin6'=—1(1 +V5)+*V(30-6V5),
c0s60= (V' 154V 3)4{V (10—2V'5).

En aangezien
sin2a=—2sinacosa, c0s2a=1—2sin3a,
zoo vindt men gemakkelijk uit de beide laatst gevondene waarden ,
sin120 =14V (104-2V' 5)— (V' 15— 3),
c0s120=4 V" (304-6V"5)44(V 5— 1),
waaruit door dezelfde formulen verder afgeleid wordt
sin 240 =} (V 154+13)— ¢}V (10—2V'5),
cos24°=4(V 54 1)4-4V (30—61"5)
De sinussen en cosinussen der bogen van 219 en 279, laten zich
onder anderen berekenen uit de formulen
sin(180+4-a)—= 2sin189 cosa—sin (180 —a),
c03(18°4-a) =—2sin 189 sin a - cos(18° —a) ,

waarin men achtervolgens 2=23° en a==9° zal hebben te stellen.
In dier voege bekomt men

8in 210 —25in 189 c08 30 = sin 150
08210 =—=c0815° — 2 3in 180 3in 3°
8in 279 =23in 189 cos 9® — $in 9°
c0827° =c0s9? —23in 189 5in 9° ,
of, na substitutie en herleiding,
sin210 =} (14+V 3V (5—V'5)— (V6 —V 2)14+V'5),
c0s210 =L (—14-V 3V (5—V 5)+ (M 64V 2) (1 +V5);
sin 210 =1V (54+V 5)—1 (" 10—1"2),
c0s 210 =1V (54V'5)+4(V 10—-V"2).
Aldus zijn wij in staat gesteld de sinussen en cosinussen der bogen
van 0 tot 30°, en dus ook tot 45° (zie form. (5) en (6)) van 3° tot 39,

met den vereischten graad van nauwkeurigheid te berekenen,-

waaruit vervolgens de overige gonometrische lijnen, met behulp
der hiervoren (n°. 13) gevonden betrekkingen af te leiden zijn. Men

——e e

%) Bij deze bercke:.ng zal het gemakkelijker zijn voor sin 15° te schrijven
de uitdrukking 43~ (2 -—1- 3), en voor cos15°, 31 (241~ 3).
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2l echter hierbij tevens met vrucht kunnen gebruik maken van de
navolgende vergelijkingen

g (30° 4 2e¢) = 3 {col(30°—-a)—ty(30°—a)}
tg (45° 4 a) = cot (45° — o) = 2ty 2u -ty (45° — o),

welke beide uit form. (35) § III voortvloeijen, door voor a achter-
volgens 30° — a, en 45° —a teschrijven, en met wier behulp men
de tangenten en cotangenten van alle hoeken grooter dan 309, door
eene enkele optelling of aftrekking, uit de reeds gevondene zal
kunnen berekenen.
Eindelijk zijn nog de uit (38) afgeleide vergelijkingen
cosec @ == cot { a — col a,
sec &« = cot (45— lo) —ty a,

bijzonder geschikt tot berekening der secanten en cosecanten, door
middel der tangenten en cotangenten.

24. 'Wat nu betreft de berekening der goniometrische lijnen van
kleinere hoeken, zoo als die van 1°, 1’ en 1", te dien einde kan
men verschillende wegen inslaan, waarvan het tot ons oogmerk
voldoende zal zijn, den navolgenden aan te wijzen.

Het is namelijk uit de inzage eener figuur terstond op te ma-
ken, dat de lengte van den sinus steeds kleiner is dan de boog
waartoe hij behoort, en daarentegen de tangens grooter dan die
boog is, mits deze laatste kleiner dan een kwadrant zij, In deze
onderstelling zal dus altijd

) szna<1 ent9a>1
welke beide verhoudingen echter meer en meer tot de eenheid zul-
len naderen, naarmate de boog kleiner genomen wordt, zoodat
men, bij zeer kleine bogen, deze door hun sinus of tangens zal
mgen vervangen, althans wanneer men de getallen-waarden dezer
" goniometrische lijnen niet tot in een groot aantal decimalen behoett
te kennen. Het valt niet moeielijk na te gaan, in hoe verre het
bjj de berekening der sinustafels geoorloofd zij, zich van deze laatste

onderstelling te bedienen. Te dien einde geeft de vergelijking
sina__ —sind o ¥
tya— o sin a (1 — sin? a)”

na ontwikkeling van het tweede lid volgens het binomium van
NEwTON,

lyga=sina~-}sin 3a - enz.
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Is nu de boog a klein genoeg om, in de berekening van #ya, de
viffde en hoogere magten van sina te mogen verwaarloozen, dan
heeft men

a<tya of <sina-+}sinda en tevensa>sina
dus gemiddeld a==sin a4 4 sin 3 a;

welke vergelijking weinig van de waarheid zal kunnen atwijken.
En hieruit blijkt alzoo, dat men alleen dan den sinus door den
boog zelven zal mogen vervangen, bijaldien die boog zoo klein is,
dat de term }sin 3 @ buiten invloed blijft op het laatste van het
aantal decimale cijffers waarin men dezen sinus begeert it te druk-
ken. Bepaalt men nu dat aantal cijfers op negen, dan zal de voor-
melde term zonder invloed zijn, zoodra de boog 2, en dus ook
sin ¢ < 0,0003.
Men neme bijv. 2 =1', dan vindt men

boog 1’ =--T= 0,0002908882; dus ook
sin 1' = 0,000200888.

Het verschil zal zich echter eerst in het 12¢ decimale cijfer open-
baren, dewijl men door eene meer strenge berekening vindt

sin 1' = 0,00029 08882 04563
en hoog1' =0,00029 08882 08566.

Voor den boog van 1" is het verschil nog veel geringer. Men vindt
namelijk
sin 1" = 0,00000 48481 36809
en boog1' — 0,00000 48481 36811

zoodat beide grootheden tot in de 13 eerste decimalen volmaakt met
elkander overeenstemmen.

Bepaalt men zich nogtans tot acht decimale cijfers, dan zullen
de boog, de sinus en de tangens met elkander overeenstemmen,
200 lang a of sina < 0,0015, vermits alsdan

4 #in. 3 a < 0,0000000008.

En nademaal de gewone sinustafelen zich slechts tot 7 decimalen
uitstrekken, zoo blijkt uit het voorgaande, dat men, bij de bere-
kening dezer tafels, voor de sinussen en tangenten van alle bogen
tot op dien van 5', wiens lengte uitgedrukt wordt door 0,00145444,
de lengten dezer bogen zelven zal mogen aannemen.

Heeft men nu in diervoege eene tafel ontworpen der goniometri-



35

sche lijnen van alle hoeken van 0' tot 5, dan zullen de sinussen
en cosinussen voor alle grootere hoeken tot op dien van 1°, gevon-
den worden, hetzij bij verdubbeling der hoeken, door eene der
twee volgende formulen

sina=—=2sinacosa, cos2=1—sinta,
hetzij door de meer algemeene formulen

sin (a +0) =2 sina cos b — sin (2 — b)
co8 (a 4 &) =2 cos a cos b — cos (a — b)

van welke laatste men zich, met behulp der reeds hiervoren (n°. 23)
gevondene waarden voor de hoeken die met 3° opklimmen, wederom
bedienen kan bij het voortzetten der tafel van 19 tot 1°. Indien
men zich voorstelt de tafel zoodanig in te richten, dat zij slechts van
1’ tot 1’ opklimme, zoo als met vele sinustafels het geval is, dan
zou men eerstelijk, door eene toepassing der formules (68) (69)
§ ILI, de tafel nauwkeurig kunnen berekenen voor hoeken die met
15' opklimmen, en vervolgens voor de tusschengelegen hoeken ge-
bruik maken van de benaderingsformulen,

sin (a® +1') ==sina+ cosasinl’
cos (a® 4-1') = cos a — sin asin 1’

waarit cos 1' =1 aangenomen is.

25. Bij de interpolatie der tafel voor kleinere onderdeelen, zal
eene eenvoudige berekening van evenredige verschillen voldoende
zin. Want, laten J, & twee kleine hoeken voorstellen, dan
heeft men '

sin(a0)=sina -+ cosasind
sin(a+9) —sina—cosasind

sin(a4-0)—sina __sind_ J me. 21)

dus sin\'a-l—«”)—sina—ain I

datis, de verschillen tusschen de sinussen van drie hoeken , welke slechts
weinig van elkender verschillen, zijn magenoeg evenrediy aan de verschil-
len tusschen die hocken zelven; welke eigenschap zich tevens tot al
de goniometrische lijnen uitstrekt.

Het voorgaande zal genoegzaam zijn, om zich een volledig denk-
beeld te vormen van de wijze waarop het mogelijk is, de getallen-
waarden van al de goniometrische lijnen van een willekeurigen
hoek , in tiendeelige declen van den straal, te berekenen en alzoo

3¢
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eene gewone sinustafel te ontwerpen ‘). In de Trigonometrie wordt
evenwel meer uitsluitend gebruik gemaakt van de logarithmen de-
zer getallen, ten einde hierdoor de vermenigvuldigingen en dee-
lingen, welke daarmede moeten geschieden, spoediger en gemak-
kelijker te kunnen verrichten. Uit dien hoofde heeft men dan ook
reeds voor lang, zoogenaamde logarithmen-sinustafels berekend,
waarin naast elken hoek, de logarithmen der onderscheidene tot
dien hoek behoorende goniometrische lijnen onmiddellijk worden aan-
gewezen; terwijl in lateren tijd insgelijks zeer nauwkeurige reek-
sen gevonden zijn, waardoor die logarithmen rechtstreeks kunnen
berekend worden. In deze tafels zijn de wijzers der logarithmen
van alle goniometrische lijnen, welker getallen-waarden <1, reeds
met 10 verhoogd, om hierdoor het gebrmk van negatieve wijzers
te vermijden.

26. De hier te lande voor nauwkeurige trigonometrische bere-
keningen, meest gebruikelijke logarithmen-sinus-tafels zijn die van
VEGA, CALLET en ScHRG6N. Die van VEGA 1) bevatten de loga-
rithmen der goniometrische lijnen van 10 tot 10 secunden voor de
zes eerste en de zes laatste graden des kwadrants, doch voor de
overige graden insgelijks van minuut tot minuut, met bijvoeging
nogtans der verschillen voor elke secunde, terwijl behalve die,
daarin voor de eerste minuut, de logarithmen der sinussen en tan-
genten voor elk tiende deel eener secunde aangetroffen worden. In
de tafels van CALLET, die wegens hare uitvoerigheid en bijzondere
nauwkeurigheid, de voorkeur boven de overige verdienen, vindt
men voor de vijf eerste graden des kwadrants, de logarithmen der
sinussen en tangenten van secunde tot secunde, en voor de overige
hoeken, van 10 tot 10 secunden opgegeven, met aanwijzing tevens
der verschillen voor elk tiental secunden, ten einde die logarithmen
gemakkelijk te kunnen interpoleren. Even als in de tafels van VEga,
komen daarin eeniglijk de sinussen, cosinussen, tangenten en cotan-

*) In de meeste tafels komen echter de sinussen en cosinussen als geheele
getallen en niet als decimale breuken voor, en zulks uithoofde daarbij de straal
niet gelifk aan de eenheid, maar aan het getal 10% gesteld is, zijnde # het aan-
tal cijfers waarin de decimale breuken uitgedrukt zijn, zoodat hierdoor bij
elk dezer getallen het decimaal punt komt te vervallen,

1) Wij bedoelen hier de gewone in 8° en niet de groote voor het eerst
in 1794 in folio uitgegeven tafels van VEegs, waarin de logarithmen der sinussen
enz. tot in tien decimalen uitgedrukt worden, en wier gebruik alleen bij bere-
keningen , die een hoogen graad vannauwkeurigheid vorderen, kan te pas komen.
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genten voor, dewijl log sec @ = — log cos a en log cosec 6 = — log sin a
ziinde, de logarithmen der secanten en cosecanten onmiddellijk te
verkrijgen zijn, door slechts het arithmetisch complement te nemen
van die der cosinussen en sinussen. Al de logarithmen zijn in de
voormelde tafels tot in zeven decimalen uitgedrukt. Voor bereke-
ningen, die eene mindere mate van nauwkeurigheid vorderen,
kan men met vijf decimalen volstaan. Hiertoe zijn bijzonderlijk
ingericht de kleine tafels van LaLANDE, welke voor het dagelijksche
gebruik zeer geschikt zijn. Bij zeevaartkundige berekeningen be-
dient men zich thans van tafels met zes decimalen, hoedanige on-
der anderen uitgegeven zijn door BROUWER, in de verzameling van
tafels, behoorende bij zijne Handleiding fot de theoretische en prak-
tische zeevaartkunde.

27. In de navolgende verklaring van het gebruik der logarithmen-
sinustafels, onderstellen wij dat men van die van CALLET voorzien zij.

Aan het hoofd van elke bladzijde vindt men het aantal graden,
en in de beide eerste vertikale kolommen ter rechterzijde, het daarbij
behoorende volle aantal minuten, benevens de tientallen van secun-
den aangewezen. Daar de tafel zich niet verder dan 45° uitstrekt,
zoo volgt men voor grootere hoeken, de aanwijzing van het aantal
graden aan den voet der bladzijde, zoo mede voor de minuten en
secunden, de getallen in de beide laatste vertikale kolommen ge-
plaatst, en welke van beneden naar boven opklimmen. Vraagt men
nu bijv. delogarithmen der goniometrische lijnen van een hoek van
11°15' 20", zoo0 leest men onmiddellijk in de tafel, op de horizontale
rij met het opgegeven aantal minuten en secunden overeenstemmende,

log sin 110 15’ 20" = 9,2904474—10
log cos11 15 20 = 9,9915656—10
log tg 11 15 20 = 9,2288818—10
log cot11 15 20 —0,7011182,
dus log sec11 15 20 —0,0084344
en log cosec 11 15 20 = 0,7095526.

De drie kolommen met de letters pIFF, bij verkorting DIFFERENCE,
gémerkt, wijzen de verschillen aan tusschen twee opvolgende loga-
rithmen , overeenstemmende met 10" verschil in de bogen. Zij die-
nen om daaruit, door eene eenvoudige evenredigheid, de logarith-
men der goniometrische lijnen te berekenen voor hoeken, die niet
onmiddellijk in de tafels voorkomen. Men zal daarbij opmerken,
dat de derde dezer kolommen, gelijktijdig de verschillen voor de
logarithmen der tangenten en cotangenten bevat, en zulks uithoofde
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log tg a = — log cot a zijnde, de eerste juist evenveel moeten toene-
men als de laatsten verminderen. Men stelle bijv. dat men den
log sin van 39° 18' 12" begeert te kennen, dan zal men hierbij aldus
te werk gaan.
De tafel geeft voor log sin 390 18'10".
9,8016907 met een verschil van 257 voor 10",

Daar nu voor zeer kleine verschillen in de hoeken, de overeenkom-
stige verschillen in de logarithmen der goniometrische lijnen nage-
noeg aan de eersten evenredig zijn (n°. 25), zoo heeft men de
navolgende evenredigheid

10" : 2" = 257 : 2, dus » = 51;

zijnde de vermeerdering welke de vorenstaande log sinus moet on-
dergaan, waardoor men bekomt

loy sin 39° 18' 12" = 9,8016358—10.

Bij den logarith. cosinus van eenigen hoek zal men hebben acht te
geven om het evenredige verschil -af te trekken in plaats van op te
tellen, uithoofde de cosinussen verminderen bij het toenemen der
hoeken. Dezelfde aanmerking geldt ten aanzien der log. cotangenten.

Men vrage bijv. naar den log cosinus van 40°12'12", 8.
Volgens de tafel is log cos 40° 12’ 10" 0 = 9,8829596—10

Verschil voor 10"=178
10':2", 8 =178 : z, waaruit s —= 50

dus log cos 40° 12' 127, 8 = 9,8829546—10

Moet men omgekeerd den hoek bepalen behoorende tot een gegeven
log sinus of cosinus, dan zoeke men in de tafel, den hoek wiens
log sinus of cosinus het naaste bij komt aan den gegevenen, en
berekene het verschil tusschen de beide logarithmen, dan zal men,
door eene omgekéerde berekening, den gezochten hoek nauwkeurig
bepalen. Het zal genoeg zijn hiervan slechts een enkel voorbeeld tot
‘nadere toelichting te geven.

Zij gegeven log sin x — 9,0783547
Men vindt terstond oy 22° 15’ 20" =9,5783393
verschil = 154

Nu bedraag het logarithmen-verschil voor 10", 514, dus
514 : 154 = 10" : 3" ongeveer,
.zoodat de gezochte hoek z—=22°15' 23".
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Zie hier thans eenige voorbeelden ter oefening in het opzoeken
van logarithmeen der goniometrische lijnen. ,

log sin 750 27T’ 84", 27 = 9,9858641
log 208610 51’ 07,45 =19,6735041
' log tg 270 21' 11", 34 —=9,7137541
log cot 33° 22 51", 85 = 0.1811775
log sin 0919 25", 3=17,7520103
log tg 1024 39",12 =8,3914512
log cot 470 16' 24", 8 =—19,4496102.
Zijn de hoeken grooter dan 90°, als wanneer eenige der goniom.
lijnen negatief worden, dan zal men, daar de logarithmen van nega-
tieve getallen onbestaanbaar zijn, slechts een negatief teeken achter
de gevonden logarithmen behoeven te plaatsen, ter aanduiding dat
de goniometrische lijn met zoodanig teeken aangedaan in rekening
moet gebracht worden. Wij zullen hiervan later genoegzame voor-
beelden aantreffen. De lezer oefene zich thans insgelijks in het be-
palen der hoeken behoorende tot de navolgende logarithmen van
goniometrische lijnen ’

91408419 = log sin
0,4191647 = log iy

8,6170493 — log cos
7,4935617 = log cot
0,8426010 — log tg.

§ V.
Over de oplossing van gomiometrische vergelijkingen.

28. Bijj de toepassing der Algebra op meetkundige vraagstukken,
waarin hoeken als onbekenden worden aangenomen, gebeurt het’
dikwerf, dat men tot eindvergelijkingen geraakt, welke met behulp
der betrekkingen , tusschen de verschillende goniometrische lijnen
bestaande, op eene eenvoudige en sierlijke wijze kunnen opgelost
worden. Eenige voorbeelden zullen voldoende zijn om zich met de
oplossing dezer soort van vergelijkingen gemeenzaam te maken.

1°. Zij gegeven de vergelijking ;

asin® o4 beost 9g—c,

wt:*l‘lrin o den onbekenden hoek, ena, &, ¢, bekende getallen voor-
Stellen.
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Stelt men in die vergelijking voor cos® @ , zijne waarde 1—sin*g,
dan gaat zij over in

(a—b) sin? p=c —b

. —_b
of smcp::j;[/;_l..
en _003¢=il/::z-

Men ziet, dat tot de mogelijkheid dezer oplossing vereischt wordt,
dat de getallenwaarde van ¢ tusschen die van a en & begrepen zi.

Beide formulen zullen voor den hoek g een oneindig aantal waar-
den opleveren (n®.11), waaronder men echter alleen de zoodanige
kiest, die met den aard van het vraagstuk overeenstemt.

Bepaalt men zich bij den kleinsten positieven hoek ¢, dan kan
men schrijven *)

w:lfgu'n(l/ c—b),

a—b

en ¢ — By cos (V ::z)

29, Zij gegeven
asinp—+bcosp=c.

Zoo men in deze vergelijking siz @ of cos @ afzondert, en vervol-
gens voor cos ¢ of sin @, zijne waarde V(1 —sin? @) of 1/ (1 —cos? )
schrijft, dan is het duidelijk, dat hieruit eene tweede machtsver-
gelijking zal ontstaan. De goniometrie geeft echter een eenvoudig
middel aan de hand, om de oplossing van dusdanige vergelijkingen ,
en de daaruit voortvloeiende worteltrekkingen, geheel te vermijden.
Men deele namelijk de gegevene vergelijking door a, en stelle ver-

volgens de breuk% gelijk aan den tangens van eenigen hulphoek «,

hetgeen ingevolge de 4e opmerking van n®. 12 altijd mag geschieden ,
en die, daar & en a bekende getallen zijn, door middel der logarith-

*) Inde vergelijking sin p=«, beteekent de onbekende ¢, den hoek wiens
sinus gelijk aan o is; welke betrekking men gewoon is, aldus te’schrijven

¢ = Bgsin ¢
Op gelijke wijze volgt uit de vergelijkingen

cu'q,=‘3, lgp=y, enz.
¢ = By cos 8. ¢ = By lang y. enz.
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men, gemakkelik in de log sinus-tafels op te zoeken is. Men
heeft alzoo

tga:%, en sin p4-lgacos p= 7':.
of aimpcosa-l-ainacoup:%—cosa
dat is sin(<p+a)=£coaa
dus <p+a—Byun( cos u)

waardoor de onbekende ¢ berekend kan worden. De tweede waarde
van ¢ vindt men door op te merken, dat ook

qp-l-a.ﬁ'lSO"—Bgsiu (Ecoa a),

vermits hieruit voor sin (p -+ «) dezelfde waarde voortvloeit.
Men heeft dus voor de beide waarden van den onbekenden hoek :

@=— a-{ By sin (2 cos a)
en ¢=180° —a—Bygsin (g.cos a).A

Had men de gegevene vergélijkino door & gedeeld, en.%- =tya

gesteld, dan zou men op gelijke wyze voor de beide waarden van
+¢ gevonden hebben,

_ c
@ =a 3 By cos (7; cos a).

Uit de eerste oplossing volgt als voorwaarde van bestaanbaarheid
dat c cosa < a of c < asece zij. Nu is atya=25. Derhalve moet
¢ <V (a?4-5*) zijn ; welke voorwaarde op gelijke wijze uit de tweede
oplossing af te leiden is.
3. De vergelijking zij :
aty@4bcot p—c.
Men ziet terstond dat zij, door voor cof ¢ te schrijven f;—w , tot

eene tweede machtsvergelijking opklimt, welke echter aldus kan
vermeden worden. Volgens (37) en (38) § III, gaat zij namelijk

over in v
(l—coc2<p (’1+00829’) =c;
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of, na herleiding in
sin 2¢+(a:b) 6082(p=a+6, i

c

welke vergelijking op gelijke wijze als die van het 2e voorbeeld kan
worden behdndeld. Men stelle alzoo

a—19b

= cot L) ,
cot &, Ofa—b ly &

dan vindt men  cot (29 —o)= “':6 sin a,

dus 2 ¢ =a =+ By cos (a':-bainu),

waardoor de beide waarden van ¢ te berekenen zijn. Tot hare be-
staanbaarheid wordt gevorderd, dat

. - __0_ .
(a4-0) sina <c of — > a4 b1ij.

. _a—b A
Maar uit cof e — — volgt prows 4 =2 4 (a—10)3,

dus 34 (a—5)2 > (a+8)?, of c* > 4ab.
4°, De vergelijking zij
cvs @ cos (p — a) =m.

Men verandere haar, met behulp der form. (56) §III, in de vol-
gende

cos (29 —a)t-cosa=2m
dus cos (29 —a)=2m—cosa;

en aangezien elke cosinus zoo wel tot een positieven als tot een
negatieven hoek van gelike grootte behoort. zoo heeft men
29 = a3y cos (2m — cosa) ,

welke twee verschillende waarden van ¢ zal doen kennen.

Tot de bestaanbaarheid der waarden van den hoek ¢ wordt blijk-
baar gevorderd dat 2m—cosa <1, of 1-4-cosa>2m, of
costa> 1 m i,

50, Zij gegeven de vergelijking

sin @ sin (p—a)=acost ¢,

welke , op de gewone wijze behandeld, insgelijks tot eene vierkants-
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vergelijking leidt. Men verandere haar op grond der form. (55) en
(33)§1I1I, in
cos & — cos (29— a) =2a cos? p ==a(1 4 cos2¢)
of na ontwikkeling, in deze

(a4 cose) cos 2 @ + sin a sin 2 @ = cos & — a.

" sina  __
Zij Cow_'_a_toﬂ,dan komt er
c0s(29—B8)= (GZ::+¢:) cos B.

Men stelle nog ¢ seca=1*tgp of a—ifgpcosa,
dan geeft de laatste vergelijking, lettend op form. (46) §III,

23 (29 — B) =G I::z) cos B =tg (45° — p) cos B.
Derhalve 29 = B = By cos (tg (45— p) cos §),
welke uitdrukking,. zoolang &« < 90°, voor den hoek ¢ altijd twee
bestaanbare waarden zal opleveren.

6. Zij gegeven de vergelijking
sirz(o‘x-{-cp)_'_ 039 gy
sin g sin (a — @)

of  sin (a4 @) sin (o — @) 4 sin @ cos o= sin @ sin (« — @),
dat is, ingevolge (55) § III

"c08 29 — cos 2« - 8in 2p == cos (& — 2¢9) — cos &

= c08 & c08 2p 4 8iz @ %in 2p — cos o,

wearuit verder volgt,

(1 — sin o) sin 29 4 (1 — cos &) cos 2 = cos 2a — cos &
=2cos? a—cosa—1=(2cos a 4-1) (cos « —1).

1—sine__

=1
T—cose 78,

dan komt er, na de vergelijking door 1 — cos @ gedeeld te hebben,
ccs 29— f) =— (1 +2cora)cos B
dus 20 =8+ {180"—Bycos(’l-l—ﬂcosa)cocﬂ)}.
10, Uit de vergelijking
1—=z

2
vraagt men z op te lossem.

Zij nu

DBy cos — By cos

=%

142
2



Men kan stellen

1—=z 1+2

By cos 5 =y—+p, Bygcos o~ —Y—2

waarin y eene nieuwe onbekende is. De laatste vergelijkingen

geven:
%’ = cos(y~+p)=cosycosp—sinysinp,
1—%_-.2 = cos (y — p) = cos y cos p + sin y sin p,

en hieruit door optelling en aftrekking:
1—=2ccsycosp,
e2=—=2sinysinp,

of coayz—i—- sing= 2 _;
7T Qeosp’ Qsinp’

neemt men de som der vierkanten van deze vergelijkingen, dan
volgt,
1 z?
" Lcostp + Lsintp
1
4 cos® p

of z3==4sint p (1—

__sin?p 2,
_coa’p(ﬁ-cosp 1)

sinip o .o
_cas’p(3 4 sin? p)

sin p
cost p
Derhalve, ingevolge form. (85) § III,

p— V' (sinp 31'113,0).
cos p

—
—

(3 sin p — 4 sin 3p)

Onder de goniometrische vergelijkingen treft men er dikwerf
eenige aan, die, hoewe! schijnbaar ecnvoudig, nogtans tot eene
vierde of hoogere machtsvergelijking leiden, wier oplossing eenig-
lijk door eene der bekende benaderings-leerwijzen kan geschieden.
Tot een voorbeeld hiervan strekke de vergelijking

asingp-+bdlgp—c,
welke aldus zal dienen behandeld te worden. Men heeft terstond
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btgp= 6ainfp —=c—asing

dus 8% sint @ = (1 — sin? @) {c* — 22 c sin ¢ +a? sz'n’. w}
waaruit, na ontwikkeling en herleiding, volgt
a% sint 9 — a ¢ sind @ + (6% 4 c2—a?) sin? @ + 2c sin g—c? =0;
welke vierde machtsvergeliiking, door % =m en -?‘—- =n te stel-
len, overgaat in
sint g —2m sin® @ + (m3 +n3 —1) sin® ¢ — 2msint ¢ — m? =0.

Op gelijke wijze zal men uit de vergelijking

aein @ + b cos p —a cos? g,
door voor sin @ te schrijven /(1 — cos? ¢); afleiden

1
a% cos* @ — 2ab cos 3 ¢ + (a? + 82) cos? p —a2 =0,
of, wanneer wij -% =um stellen,

098* @ — 2m co8® @ | (m3 4 1) cos? 9 — 1 =0.

Men kan zich thans hierin verder oefenen door de oplossing der
navolgende goniometrische vergelijkingen.

L asin(p+ o)+ bsin(p+f)=c
II. asin(p+ o)+ bcos(p 4 B) + csinp=0
L. cos (p 4 o) cos(p + B) =a
IV. asing 4 bsin2p—c
V. asing +bcos2p=c
VI. acospbtgp—c -
VII. sin @ —cos o —=4®s * @ sin ¢.

§ VL

Over het gebruik der sinustafels bij de herleiding en oplossing van
vergelijkingen van den cersten, tweeden en derden yraad.

2. In de cijferkunde wordt geleerd hoe samengestelde getallen-
Illtdmkkingen voor de berekening met logarithmen geschikt of, zoo
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als men het wel noemt, logarithmisch gemraakt worden. Door toe-
passing van de goniometrische tafels kan men dat logarithmisch
maken zeer bevorderen en daarom zijn deze tafels onmisbaar voor
elk, die groote getallenberekeningen te verrichten heeft. Enkele
en daaronder eenige voorname toepassingen laten wij als voorbeeld
volgen.
Zij in de eerste plaats gevraagd de uitdrukking
r—A+B

logarithmisch te maken, dat wil hier zeggen, zoodanig om te zet-
ten, dat men om de waarde van z te berekenen, niet van de ge-
tallenwaarde der grootheden A en B, die beide positief ondersteld
worden, doch alleen van hare logarithmen gebruik behoeft te ma-
ken. Daartoe brengen wij haar in den vorm

— B)

s=A(1+ K)

en nemen nu een hulphoek o« aan, die bepaald wordt door
tang® a« = g-,

" hetgeen altijd kan geschieden, omdat de tangens dus ook zijn vier-
kant alle mogelijke positieve waarden kan aannemen. Hierdoor wordt
A

’
cos? a

s=A {1+ tang? ) =

en hiermede is het doel bereikt, want de waarde van « wordt nu
gevonden door het volgende schema ’

log tang a=14 (loy B —log A) Y ¢

logz =109 A — 2 log cos «,
hierin toch komen A en B alleen door hare logarithmen voor.

Is eene der beide grootheden negatief, dus
2= A —B,
dan kap men aannemen, dat A>B, want mocht A <B, dan
kan men schrijven
z==—(B—A)

en zou door r negatief te memen en A met B te verwisselen, op

hetzelfde neér komen.
Schrijft men nu

z=A(1-—%)

3
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en gtelt
i : ?A_zsin’ «,

| h‘E'geen kan geschieden, omdat 1? eene gewone breuk is, dan wordt

z:=A (1 —sin? o) = Acos? a.
Derhalve heeft men nu het volgende schema

log sin a =} (log B — log A)

2
log x=1log A. + 2 log cos

Het zal later zoowel bij de rechtlijnige als bolvormige driehoeks-
meting blijken , van welk groot nut en uitgestrekte toepassing deze
herleiding is.

Zij in de tweede plaats te herleiden de uitdrukking
a—1b
a6 ’
dan schrijft men haar in den vorm

r=—m

en stelt de breuk

Hierdoor wordt, lettende op form. (46) § III,

r=m (1—-; Z:ﬁ :) = m tang (45° — o), .
zoodat z bekend is, zoodra men den hoek & uit de sinustafel ge-
vonden heeft.

Isa) b, dan wordt fang o K 4, derhalve « < 459 , zoodat « posi-
tief wordt ; voor @ < 4 is « > 459, dus negatief, hetgeen met de
oorspronkelijke uitdrukking overeenkomt.

Is z==}/ (a% —b?) of =1 (a* 4 &2)
. dan stelt men in het eerste geval

b=qsina of sin a——,

en inhet tweede, 6 =4 tya of tg a—=

CYCR



438

Hierdoor vindt men achtervolgens
rT==acosa €en r=—aseca

zonder dat hierbij eenige worteltrekking gevorderd wordt.
Heeft men de vergelijking

al — 53
= e
RN

dan stelle men b=alya oftya.:f,
a

waardoor zij overgaat in (form. (43) § 110)
1—1y2a
1+ 2

Z =V (z52)

zoo stelle men n—mcos & of cos & —

r=

= cos 2a.

n
;’;l
1 — cos
dan wordt r=y ({Tcos: ={g{a, volgens form. (36).
Heeft men de vergelijking
r— (asina—bcoaa)
T Ganatbcmsal’
dan vindt men eveneens, door % cot a=cos f te stellen,
z=1g}B.
30. De vergelijking

V(e+b2) 4 p(a—bz)=c
kan aldus opgelost worden. Men stelle

br=—asing o'f r= a_a_in_qa.
Hierdoor verandert zij in

Val4sing)4+pa (1 —sin@)=¢
of, volgens form. (68) § III,
2V a.cos} p=c¢ dus cos} o= % V2.
De hoek ¢ op deze wijze bekend zijnde, zoo vindt men vervolgens
« door de vergelijking
r = _az sin @,

waarin ¢ zoo wel positief als negatief kan genomen worden.
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Zij gegeven de vergelijking
V(iatbe)— 1 (a—ba) __
V(b)) (a—bx)
Dezelfde substitutie als voren geeft onmiddellijk

[

rido=—c en = :%n’ntp.

Laat gegeven zijn de vergelijking
2V (a—b2t) =c.

Men stelle :r:V-g- .8in @,
dan wordt zj .
;7a—6 singpcosp—rc, . dus sin2¢— ?c;/ s

waaruit voor ¢ twee verschillende waarden ontstaan, waarvan de
eene het complement der andere is. .

De twee van elkander in grootte verschillende wortels der opge-
geven vergelijking zijn alzoo

=V % sinp, en o=V

>

. €08 .

Heeft men de vergeliikingen

az—l—-ﬁ:b, az—-‘i—b
x

- ’

z

o te lossen, dan zal men, » — %7 ¢ stellende, ingevolge de form.
(#) en (42) § III, de eerste doen overgaan in

caaec2¢p=-22a of 8in2<p=g;

en de tweede, door z — cof ¢ te stellen, in

y

b 9. 2
cot 2«;).__;2—‘-z of ty2<p_T
waardoor in elke der gegeven vergelijkingen, de beide waarden van
« bekend worden, vermits men, in het eerste geval, 2¢ ook door
1800 —2¢, en dus % ¢ door cot @ vervangen mag, terwijl men, in
het tweede geval, voor 2¢ ook 180° - 2 @ knnnende schrijven, hier-
door & = ¢yt (90° + p) =— tg 9 bekomt.

1. Alle vergelijkingen van den tweeden graad zijn voor eene
gomometrische oplossing vatbaar,

Beschouwen wij namelijk de algemeene vergelijking
Az? 4 Br+ ¢ =0,
wearin de derde term € positief ondersteld wordt.
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Men stelle in de eerste plaats
z=yV g
Hierdoor verandert zij in
Cyt 4BV g- .y+C=0

of, na door Cy gedeeld te hebben,

Zij nu wederom y =1#g ¢, dan komt er, volgens (41) § III,
. ! Smp— V

sin2¢9 — _?._'T;‘i_g_,
terwijl de beide wortels zijn

= .50, #=V'C wto,

welke beide negatief zullen zijn, indien B positief 1s.
Tot de bestaanbaarheid van den hoek ¢ wordt blijkbaar gevorderd,
"dat 2VBAC <1 of B* » 4AC, heigeen met de gewone wijze van
oplossen der gegevene tweede machtsvergelijking overeenstemt.
Voor het geval waarin de term C negatief is, komt men door
dezelfde substitutie tot

_1___B
Y v = v ac’
en y — ¢y ¢ stellende, vindt men, volgens (42) §1III,
_2VAC
lg2¢ = -5

De beide wortels zijn alsdan
z::Vg-.tg(p, en d:—V%.cotcp.

Zie hier nog eene derde oplossings-wijze, welke zoo wel voor po-
sitieve als negatieve waarden van € geldig is.

In de onderstelling dat de wortels bestaanbaar zijn, kan men hunne
getallenwaarden altijd door fg¢ en ¢y ¢’ uitdrukken. Men heeft der-
halve, volgens eene hoofdeigenschap der vierkantsvergelijkingen ,

ty¢+tyv'='—;£, oty = Q,



waaruit terstond volgt

— fa¢+ty<p . —B _ B
tg(p+9)= —tgptge  A—C~ C—4
verder heeft men op grond der betrekking
cos (o — ') — 14-tgptsg
sin (p4¢')  tgo-+iyg
A '; C) sin (9 + ¢').

Hierdoor worden (¢ 4 ¢')en (¢ — ¢'), en dus ook ¢ en ¢' bekend,
waaruit vervolgens %y ¢ en /9 ¢’ kunnen worden berekend.
In het geval van onbestaanbaarheid der wortels kan men aldus te

cos(p — ') —— (

werk gaan. Zi g =a, g — b, dan wordt de vergelijking

23 4 ar 4 0=0.
Men stelle voor de beide wortels
etV —1 en a—BV =1,

dan heeft men
2a—a en a?--f2—=0
A ea=Vb.sing en B=V b.cosp,
; . . . a
dan is 2V b.sing—=a dus m“p_ﬁ;_/_b’

waardoor de hoek @ bekend is. Voor de wortels heeft men vervolgens

14 b{sin o+ — .coatp} en Vb{sin p—V—1 .coup} .

waarin voor « en 5 hunne voorgaande waarden kunnen gesubsti-
tueerd worden.
Zie hier nog een voorbeeld van twee vergelijkingen met twee on-
bekenden.
Gegeven zijnde =V (a—By?) 4y V (a—ba?)=c
2V (a—byt) —yV (a—dr2)=¢,

200 stelle men z—V" ‘-;-.aimp en y=V & T sin 9.
Hierdoor gaat de eerste vergelijking over in
b {sinq)cos @'+ sin g’ cos cp} =c
of sin ((p—l-—(p'\):: % Vb,
&
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Op dezelfde wijze besluit men uit de tweede vergelijking ,

sin (p—¢' —--Vb,
dus @~ @' =PBgsin (5[/6)
en w—w’:Bgai»(‘;—'Vb),

waardoor de hoeken ¢, ¢’, en dus ook de waarden van = en y
gemakkelijk te berekenen zijn.

Men zal opmerken dat elke dezer beide onbekenden slechts eene
waarde kan hebben. Immers, nemende voor ¢ 4 ¢’ en p—¢'
hunne supplementen, dan zal ¢ insgelijks in zijn supplement over-
gaan, doch ¢ zijne waarde behouden, waardoor sin ¢ en sin ¢/, en
dus ook z en y onveranderd blijven.

32. Tot eene der fraaiste toepassipgen, welke men in lateren
tijd van de goniometrische vormen gemaakt heeft, behoort ongetwij-
feld haar gebruik bij de oplossing van derdemachts-vergelijkingen,
waarin de tweede term ontbreekt, inzonderheid in het geval waarin
alle drie wortels bestaanbaar zijn, en hetwelk, bij toepassing van
den regel van CARDANUS, zoo als bekend is, tot het zoogenaamde

onherleidbare geval aanleiding geeft. Wij gaan thans tot de verkla-
ring dezer handelwijze over.

Zjj de vergelijking
—ar 46—
waarin de coéﬂ'imént e pos1t1ef of de tweede term negatief, en
daarenboven
38)* < (1a)? of 2762 < 4a?
ondersteld wordt, aan welke voorwaarden de getallen a en & moe-

ten voldoen, zal de vergelijking drie bestaanbare wortels kunnen
opleveren.

Men stelle nu z=my, dan heeft men

Maar uit form. (8%) § III, volgt
sin? @ — }sin p 4} #in 3p=0.

De termen der laatste vergelijking met die der vorige () verge-
lijkende , zoo blijkt hieruit, dat, indien men den coéiﬁclentm Z00-

danig bepaalt, dat
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a 3 ba a
m=7 o m=Vvz=ivg,
) .
en vervolgens ',;{\3_— sin 3¢

stelt, alsdan y——sin ¢, en dus .1::2;/—3 . 8in @ wordt; zijnde

=1} Bysia (_—) = } By sin (2;,,,‘3/6.%_“);

welke uitdrukking altijd eene bestaanbare waarde voor den hoek ¢
zal opleveren, aangezien uit de aangenomen onderstelling

b2 a
T<m
noodzakelijk volgt ,
b a a V 1
—2<-3 Vg of 3b<2a 32,

en dus . sin3e <.
Om nu daaruit tevens de beide overige bestaanbare wortels, ',
#* af te leiden, merke men op, dat in de vergelijking

4o __ . _ &b
?_sm&p of 3¢_Bycm( )

voor den hoek 3 ¢, insgelijks kan geschreven worden = — 3¢ en
—(n 4 3¢) , zoodat men behalve den hoek ¢ nog twee andere hoe-
ken 60° — @ en — (60° 4 @) bekomt, waardoor

d =2V La.5in(60° — @) en 2" =—2) La.sin (60° 4 @).

Had men voor den hoek 3¢ geschreven 2 <3¢ en 4 n4 3¢, waar-
door de beide hoeken ¢ zouden overgaan in 120° + ¢ en (240° + ¢),
" dan zoude men, aangezien

sin (120° + @) =  sin (60° — @)
‘ sin (240° + @) — — sin (60° — g)
voor + en 2" blijkbaar dezelfde vitkomsten als voren verkregen hebben.

Wellicht zou men kunnen denken, dat er voor 3¢ andere hoe-
ken te nemen zijn, waaruit voor siz ¢, en dus voor z, nieuwe
waarden, van de voorgaande verschillende, zouden af te leiden
zijn. Doch het is gemakkelijk zich van het tegendeel te overtuigen.
Immers, schrijvende voor 3 ¢ de opklimmende reeksen van bogen

"—3¢, 3n—3p; 57n—3¢, Tn—3¢ ens. (2u+1)=—3p,
m+3¢, 47+3p, 60 43¢, 8n+43p enz. 2un—+43p,
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die alle voor sin 3¢ dezelfde waarde opleveren, dan ziet men ter-
stond in, dat zoodra »—3 of eenig veelvoud van 3 wordt, ¢ met
2n toeneemt, en dus sin ¢ zijne waarde behoudt. Er blijven dus
van elke reeks slechts de drie eerste termen ter beschouwing overig.

Nu is sin (-3—”%-3—?)=8in(u—¢)=8in¢
n (5,:;3«»):8;“ @ — F —g)=—sin(3+9)
sin (2”-%—3‘?):8‘” (g-—«p) |
sin (@):u’n (u+’3-! +q>)=-—sin(§+q:)

sin (6%-3—'?)::36” Qn+g)=sing

waaruit blijkt dat men steeds dezelfde waarden voor z terug be-
komt.

De oplossing der cubische vergelijking
28 —az 4+ 5=0

geschiedt dus, in het onherleidbaar geval, door middel van het
volgende stelsel formulen

m=2|/g,

. (kb
cp:-}Bgam(”F),
2=  msinep,
2= msin(60° — ¢),

2" == — m sin (60° 4 ¢);
welke met behulp der logarithmen gemakkelijk te berekenen zijn *).

33. Men had de oplossing der gegevene vergelijking insgelijks
kunnen afleiden uit de vergelijking

083 o— 3 cos p—Lcos3 =0

voortvloeijende uit (86) § III, en zoude alsdan het navolgende stelsel
formulen verkregen hebben.

%) Dat de drie gevonden waarden van z werkelijk aan de gegevene
vergelijking voldoen, wordt hierdoor bevestigd, dat men met behulp der
form. (67) en (55) § III, zal bevinden

z4 a2 +20=0
22! + g2l + 2" = —c en 22/ g = — |,
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o=1Dyg coa(:;nT‘%)

&' =m cos ¢

2’ = m cos (120° — @) = — sin (30° — o)
2" ==m cos (1200 4 ¢) = — sin (30° 4~ ?).

Om de voorgaande wijze van oplossen door een voorbeeld nader
toe te lichten , zoo laat gevraagd worden de wortels te berekenen
der vergelijking

238 —22+4-37=0
waarin e =21, 6=37, en dus (}%)* < (}a)s.

Zie hier den loop der berekeaing volgens de eerste oplossing

ta=17, =148

log 1= 0,8450980 log m = 0,7235790
—
0,4225490 log sin p = 9,6870266
loy 2=0,3010300 log = 0,4106056
log m = 0,7235790 2 =2,573982
« logm3 =2,1707370 log m = 0,7235790
log 148 — 2,1702617 log sin (600 — @) = 9,7104909
log sin 3¢ = 9,9995247 log & = 0,4340699
3p =87019' 12" o' =2,716877
p=29° 6 24" —_
600 — @ — 30053’ 36" log m — 0,7235790

600 4 ¢ =289° 6'24" log sin (600 -4 @) — 9,9999472
log 2" — 0,9235262
2" — — 5,290859
34. Het is echter niet alleen in het geval van drie bestaanbare
wortels, maar ook in dat, waarin de vergelijking slechts een be-
" staanbaren wortel bezit, dat men zich van eene goniometrische op-
lossing met voordeel kan bedienen. Zie hier den weg, dien men
daartoe kan inslaan, zonder hierbij, zoo als gewoonlijk geschiedt,
de formule van CARDANUS tot grondslag te nemen.
Men onderstelle vooreerst in de vergelijking

28 —aqr—6=0
a positief en ?"—f> 1, of (£8)* > {}a)3. Zij wederom

r=my, en m=2p g-.
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Laat nu in de hieruit afgeleide vergelijking
b
¥—3{y+5=0

3
%:u’a ?, dus %:*cosecw,

en eindelijk y:—*(p-l-;,-)
gesteld worden, dan is blijkbaar
—b
.V’—%.'/=—-}(P’ +I;1; =
1 8)
3 _ == = =t 2 2.
en dus p +p’ — 2coaecqz_tg2+cot ;

aan welke vergelijking mitsdien zal kunnen voldaan worden, door
P=p g N-F=tgy
N\
te stellen, gevende alzoo

sin2y

z—my —— g (fgy—+coty)—
De beide overige wortels der vergelijking worden aldus verkregen.
Daar namelijk uvit p3 =1 % , tevens volgt

p=rvly g, en p—rpiy %,

—A—V—3 . =_:.',

—14y.—3 —_
—a enr = 5

200 bekomt men voor de beide onbestaanbare wortels

zijnde hierin r =

z' _—_—-;-' {rtgnp-l—r’potnp}

m

L QU
en r _—2

Srtgytreoty}:

welke beide uitdrukkingen gemakkelijk tot den navolgenden vorm
kunnen herleid worden.

2 =—g{coaec2np+|/-.—3.cot2w}

z =-—g{coaec2np—|/—3.cot2np}.
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Beschouwen wij eindelijk de vergelijking
23 +ar4+0=0

waarin & positief zij, en welke dus altijd twee onbestaanbare wortels
moet opleveren.

Stellende wederom z —my , n=2p2 , dan heeft men

b
y’+%y+-m—, =0.

. 1
% thans y=1 (p—-),'
wis oyt — 5) =2k
_aan welke vergelijking voldaan wordt door
;4,,‘bs'= cot @ , of—_ o,

en p3—ly g of » ::Wty 3 =ty
te stellen. Hierdoor vindt men voor den bestaanbaren wortel
g=-—mcot2y
en voor de beide onbestaanbare wortels

— 4 —_— !
z'_§ {rtyuy 7 cott,u}
2= 5 { 'fy:p—rcotlp}
welke beide laatste ook aldus kunnen voorgesteld worden :
"= g—' {cot2 y4y —3 .coaec2:y}

2" = g {cot2 Y — V-—3.coaec2|p}.

Een enkel voorbeeld zal genoegzaam zijn, om insgelijks de formu-
len voor een der beide gevallen van onbestaanbaarheid van twee
wortels nader toe te lichten.

Te dien einde zij gegeven de vergelijking

28 + 24 — 68=0,
waarin ¢ =924 en b——68, dus a=8 en 4 =—272.

Deze ;vergelijking tot het laatste der drie voorgaande gevallen behoo-
rende , zoo, heeft men hierbij de navolgende bewerking :



loy 8 = 6,9030900

04515450

log 2 = 0,3010300
log m = 0,7525750

——3
log m3 — 2,2577250

log 2712 = 2,4345689
log tg @ — 2,8231561

¢ ——33° 38 39",3
g = —16° 49'19",65

log m = 0,7525750
log cot 2 y = 9,6121322
loy « = 0,3647072

z = 2,315833

g cot 2y =—1,157916

log m = 0,7525750
log sin y = 9,9663536

log m cosec 2 y — 0,7862214

log tg 2 — 9,4804944 m cosec 2 y — 6,112534

2 } m cosec 2 y — 3,056267
log tg y = 9,8268315
y——233°52" 5,76
2y —— 670 44’ 117,52

zoodat de beide onbestaanbare wortels zullen zijn

#' =—1,157916 — 3,056267 1 — 3
en 2"=—1,157916 - 3,056267 p/ — 3.

35. Het zal wellicht niet onnuttig zijn, hier ten slotte nog aan te
toonen, hoe men eene bijzondere klasse van volledige cubische ver-
gelijkingen kan verkrijgen, welke. zonder voorafgaande verdrijving
van den tweeden term, insgelijks voor eene rechtstreeksche goniome-
trische oplossing vatbaar zijn *).

Men stelle namelijk in de form. (25) § IlI, 5 =2a, dan komt er

__ tga-tg2a
tg 30 = 1—t5at92a

en hierin vervolgens voor ¢y 2a, zijne waarde 1 2 tgt aj substitu-

eerende , verkrijgt men, na eene lichte herleiding,

3tga—tgda
1—381¢2a

waaruit #3a—3# 3a.ly2a—3tgat193a=0 . . . . (e)

tg 3a =

*) Voor zoo veel ons bekend is, wordt hieromtrent bij geen anderer
schrijver eenige opmerking medegedeeld.
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Beschouwen wij thans de vergelijking
23 — ag? —=br4-c=0,
welke voor z—my , overgaat in

s _ % 2 - — =
y i} y+ 0,
en bepalen wij m zoodanig dat
d =§' en dus m:l/i zij.
m 143 a

Vergelijken wij thans de coéfficiénten der vorige vergelijking met
die van («), dan blijkt hieruit terstond dat, indien er tusschen de
drie coéfficiénten a, b, ¢, eene zoodanige betrekking bestaat, dat

b ba

mTy = of ab=—9c, dus m:l/é,
voorts L =2 = _% =139
gesteld wordt, en men hierbij in het oog houdt, dat

t93 9 =1ty (180° + 39) =1/(360° +3 ¢), .

de drie wortels der opgegevene vergelijking alle drie bestaanbaar zijn,
en voorgesteld zullen worden door de formulen

= V %y,
= V—%~ty(60°+¢),
w”:—l/_g. .19 (60° +¢) ;
zinde hierin @ =1 By tang (V&)

Bij de vierde en hoogere machts-vergelijkingen zouden er insge-
lijks bijzondere klassen op te sporen zijn, waarop de goniometrische
oplossing rechtstreeks konde worden toegepast; doch ons bestek niet
gedoogende hier in eenig verder onderzoek dienaangaande te treden,
zullen wij thans tot de eigenlijke driehoeksmeting overgaan.



TWEEDE HOOFDSTUK.

RECHTLIJNIGE OF VLAKKE DRIEHOEKSMETING.

§ VIL

Qver de oplossing der rechthoekige drickoeken,

36. Volgens het besprokene in § I zullen wij nu de goniome-
trische grootheden niet meer als lijnen, maar als verhoudingen be-
schouwen, door invoering van den straal, die in de goniometrie
om de aangevoerde gronden gelijk aan de eenheid gesteld mocht
worden.

Zij ABC (fig. 7) een driehoek , die rechthoekig is in C en waar-
van wij de hoeken door de groote letters bij de hoekpunten ge-
plaatst en de zijden door de kleine letters, die overeenkomen met
de groote letters der overstaande hoekpunten , zullen aanwijzen , zoo-
dat AB—c¢, AC—=6, BC=qa, even als in de meetkunde. Be-
schouwen wij nu AB als den straal eens cirkels, die uit A als mid-
delpunt wordt beschreven , dan is overeenkomstig de oorspronkelijke
bepaling der goniometrische grootheden:

BC

smA__E_%, SR 1)
AC _ 3

co&A-——A-ﬁ:; « e e (2)

Evenzoo verkrijgen wij, door B als het middelpunt, AB alsden
straal eens cirkels aan te merken,



smB:%:% N )]
BC _a
cocB_E_. N €.

De formulen (3) en (4) kunnen onmiddellijk uit (1) en (2) wor-
den afgeleid door op te merken, dat B het complement is van A.
Omgekeerd ligt in het gelijktijdig bestaan der vergelijkingen (1)
en (4) of (2) en (3) opgesloten, dat de driehoek rechthoekig is in C.

Door de vergelijkingen (1) en (2) en ook (3) en (4) op elkander
te deelen, volgt .

tang A —cotB= %
cot A =tang B—= % ,

welke formulen overeenkomen met de oorspronkelijke bepaling der
tangenten. Wanneer men namelijk A als middelpunt , AC als straal
eens cirkels beschouwt , is '
BO_— ¢
AC™ ¥’
en door B als middelpunt, BC als straal te nemen,
AC_ b
BC™ 4’

De formulen (1) — (4) verbonden met de theorema van Py-
THAGERAS,

tang A =

tang B =

cl==a? 52,
zjn voldoende voor de oplossing der rechthoekige driehoeken; zij

zijn gemakkelijk in het geheugen te prenten, wanneer men ze op
de volgende wijze in woorden brengt.

De sinus van elken scherpen hoek is gelijk aan de verhouding tusschen
de overstaande rechthoekszijde en de hypothenusa.

De cosinus van elken scherpen hoek is gelijk aan de verhouding tus-
schen de aangelegen rechthoekszijde en de hypothenusa.

De tangens van elken scherpen hoek is gelijk aan de verhouding tus-
schen de overstaande en de aangelegen rechthoekszijde.

De som der vierkanten van de beide rechthoekszijden is gelijk aan
ket vierkant der hypothenusa.

37. Zooals in de meetkunde geleerd is, heeft men voor de bepa-
ling van een rechthoekigen driehoek , behalve den rechten hoek , nog



62

twee elementen noodig en even als daar het doel is, in elk ge-
val den driehoek te construeren, moet nu in elk geval uit de
getallenwaarde der gegevene elementen, die van de onbekende af-
geleid worden. De verschillende gevallen van oplossmg, die zich
hierbij kunnen voordoen, zijn:

1. Gegeven de hypothenusa en eene rechthoekszijde, te bere-
kenen de andere zijde en de beide scherpe hoeken.

2. Gegeven de hypothenusa en een scherpen hoek, te bere-
kenen den anderen hoek en de beide rechthoekszijden.

3. Gegeven eene rechthoekszijde en een scherpen hoek, te
berekenen de hypothenusa, de andere rechthoekszijde en den an-
deren scherpen hoek.

4. Gegeven de beide rechthoekszijden, te berekenen de hypo-
thenvsa en de scherpe hoeken.

Voor dat men eenigen driechoek in getallen gaat berekenen, is
het noodig te onderzoeken of de gegevens onderling bestaanbaar zijn ,
dat is, of uit de gegeven elementen een driehoek kan samengesteld
worden. Daarom zullen wij bij elk geval de voorwaarden , waaraan
de gegevens moeten voldoen, opnoemen ; mochten de getallen op-
gaven daarmede niet overeenkomen, dan kan men de berekening
sparen , omdat men op onmogelijke uitkomsten zou stuiten.

Bij elke oplossing moet men zoo veel mogelijk trachten elk der
onbekenden onmiddellijk uit te drukken in de gegevens en niet de
eene onbekende afleiden uit de anderen. Daarbij toch zou eene fout,
in de eerste berekening gemaakt, overgaan op de volgende, terwijl
bij de eerstgenoemde handelwijze eene fout in eene berekening van
geen invloed is op de andere.

Eindelijk moet elke formule, die de getallenwaarde van een ele-
ment oplevert, zoo zij het niet mocht zijn, voor de berekening met
logarithmen geschikt gemaakt worden. De regels en voorbeelden
van § V en § VI kunnen hierbij veel dienst bewijzen.

Wij zullen nu de vier genoemde gevallen van oplossing achtereen-
volgens behandelen, en bij elk een voorbeeld in getallen voegen.

Ie GEVAL.

38. Gegeven de hypothenusa c en eene rechthoekszijde a, te berekenen
de derde zijde b en de beide scherpe hoeken A en B.

De gegevens moeten voldoen aan de voorwaardec » @, omdat de
hypothenusa altijd de langste zijde eens rechthoekigen driehoeks is.
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De formulen, die elk der onbekenden uitdrukken in de gege-
vens, zijn
b=V (¢t —a?), sin A—cosB= —j.
Om de eerste voor de berekening met logarithmen geschikt te
maken, schrijft men haar in den vorm
b=V (c+a)(c —a).

De laatste geeft terstond de waarden van A en B. Men heeft
dus voor de berekening het volgende stelsel

logb=1} {log(c+a)+loy(c—a)}
log sin A = log cos B =1log a — log c.

Voorbeeld. Zij a=54284F ¢=981,374.
Berekening.
¢ —a=438,534 log a =—2,7346718
¢+ a=1524,214%. log ¢ = 2,991 8346
log ¢ 4 & = 3,1830460 —afy.
log ¢ — & —2,6420033 log sin A = 9,7428372
—_—opy. A =33° 34584
5,8250493 B=756°25'1",6.
[ —
log & = 2,9125246
b = 817,569.

Aanmerking, Indien de hoek A weinig van 90° verschilt (hetgeen
uit de gegevens blijkt, wanneer 2 en ¢ weinig verschillen) en alzoo
niet zeer nguwkeurig door zijn sinus kan worden bepaald *), zal
het, ingeval eene zeer juiste berekening van dien hoek gevorderd
wordt, verkieslijker zijn den volgenden weg in te slaan.

De formulen (32) en (36) § III geven

sin}B=yp 1—2008]3, tang 1 B=y l—-—ilzZ:B,

. *) Hoe minder de hoeken van 90° verschillen, des te kleiner worden de
verschillen van hunne sinussen, en hierdoor ontstaat er eenige onzekerheid

, bij de berekening van het ontbrekende aantal secunden en verdere onder-
deelen , naar het voorschrift van § IV.
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of omdat cos B— %

sin} B= V(f%——a), tang } B=y j-_::)§

door elk van deze formulen kan de kleine hoek 4 B zeer nauwkeung
berekend worden.

Ile GEVAL.

Gegeven de hypothenusa c en een scherpe hock A, te berekenen den
hock B en de beide yechthoekszijden o en £
" De gegevens behoeven aan geene andere voorwaarde te voldoen
dan A < 90°.

De betrekkingen tusschen elke onbekende en de gegevens zijn

B—=90°—
a=—csin A, b—cccs A,
of in logarithmen
loga=/iog c - log s A, log b =1log c+log cos A.
Voorbeeld.  Zij c="786,73. A—63°28'17",3.

Berekening.
B=90°—A =26° 31’ 42",7
log ¢ = 2,8958257 log c = 2,8958257
log sin A — 9,9516833 log cos A =9,6499609
———0pg. : - opg.
log a = 2,8475090 log b — 2,5457866
a="T703,897. b =—351,388.
IIIlc GEVAL.

Gegeven zijnde eene rechthoekszijde a en een scherpe hoek A of B, te
berekenen den anderen hoek , de hypothenusa c en de derde zijde &.

De gegevens behoeven aan geene voorwaarde te voldoen behalve
A of B < 90°.

Den onbekenden scherpen hoek vindt men telkens uit den gege-
ven door het complement te nemen.

Verder zijn hier de formulen

c= 3-;':_A_’ b=uacot A,
log e=1loga—log sin A, tog b =1log a 4 loy cot A
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Voorbeeld, Zij o« — 804,498. A = 40° 32' 50",8.

Berekening.
B=90° — A = 49° 27' 9",2
log & = 2,9055250 log a = 2,9055250
log sin A = 9,8129652 log cot A = 0,0677730
—_—afy. ———0pg.
log ¢ = 8,0925598 log b = 2,9732980
¢ =1237,542. .- 5=940,368.
IVe GEVAL.

‘Gegeven zijnde de beide rechthoekszijden aen b, teberekenen de Itypo-'
thenusa ¢ en de beide scherpe hoeken. '
De gegevens behoeven aan geene voorwaarden te voldoen.
Om de onbekenden in de gegevens uit te drukken, dienen de
formulen S
c=V’ (a3 4 8%)
tang A = cot B—= -%‘

De eerste is bij groote getalwaarden van @ en & niet geschikt voor
de berekening met logarithmen, maar kan naar het voorschrift van
§ VI geschikt gemaakt worden, door te stellen

cota=i, dan is e= -2,
a sin a

hetgeen op het zelfde neérkomt, als dat men eerst den hoek a == A
berekent en van dezen hoek gebruik maakt om ¢ te vinden. Hier
moet men dus van den regel.om elke onbekende in de gegevens uit
te drukken afwijken, omdat men anders op eene niet logarithmische
formule stuit.

Voor de berekening heeﬁ men nu:

log tang A =1log a —log b, log ¢ =1loy a — log sin A.

Voordeeld. Zij a = 3004,56, &—>5682,095.
Berekening.
log o = 3,4776809 log & = 3,4777809
log & = 3,7545085 log sin A = 9,669734%
—afy. —afy.
“log tang A =9,7232724 log ¢ = 3,8080465
. =270 52' 7",8% ¢ = 6427,564.

B =620 7' 52",16.
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Aanmerking. Men kan de onbekende hoeken ook door de navol-
gende formule bepalen.

Uit de vergeljking 9 2B= , 2B

gy
volgt namelijk, omdat @B:%,

b __ 2ab
=5 = G E—b’
maar A —B=90* —2B zijnde, zal

tg(A—B)=ct2B= ("+52)aga—~62’

en hierdoor het verschil der onbekende hoeken gevonden worden.
Men heeft vervolgens

A=45°43(A—B) en B=145'—}(A—B).

ty2B= -

§ VIIL

Over de oplossing der scheefhoekige driehoecken.

39. Zij ABC een willekeurige scheefhoekige (fig.8) of stomp-
hoekige (fig. 9) ariehoek, waarin wij weder de zijden, staande over
de hoeken A, B, C, door de kleine letters ¢, b, ¢ zullen aanwij-
zen, en laat uit een der hoekpunten B, eene loodlijn BD op de
overstaande zijde AC worden neérgelaten, waardoor twee recht-
hoekige driehoeken ontstaan. Wij zullen alsnu, uit de in de
vorige § reeds gevonden formulen, gemakkelijk de meer algemeene
formulen kunnen afleiden, welke tot de oplossing der onderscheidene

gevallen van de scheefhoekige driehoeken moeten dienen.

"~ Men heeft namelijk in elk der rechthoekige driehoeken ABD,
DBC,
BD =ABsin A=BCsin C
dat is csin A=uasin C
of a:c—=sinA:sinC . . . . . . . (B
Op gelijke wijze zou men, door de loodlijn uit eene der beide
andere hoekpunten te trekken, gevonden hebben,
a:b=sinA:sinB . . . . . . . . (6
dus a:bic—sinA:sinB:sinC . . . . . . (D)

ons leerende, dat in elken - drickock de zijden tot elkander im reden
staan als de sinussen van de ovesstaande Roeken.
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De standvastige verhouding van den sinus eens hoeks en de tegen-

overgelegen zijde wordt de modulus des driehoeks genoemd, zoodat
M= firA — B = ﬂg

Het zal den lezer niet moeielijk vallen aan te toonen, dat deze
modulus het omgekeerde voorstelt van de middellijn des cirkels, die
om den driehoek kan beschreven worden.

Uit (6) kan men de volgende evenredigheid afleiden :

a+b:a—h=sin A4 sin B:sin A —sin B,
Derhalve volgens form. (57) § III

: a4b:a—b=1ty}(A+B):t9 3+ (A—B);
dat is:

In elken drichoek staat de som van twee zijden tot haar verschil, als
de tanyens van de kalve som der overstaande hoeken tof den tanyens van
het halve verschil dezer hoeken.

Omdat } (A 4 B) =90° —} C, kan de voorgaande evenredigheid
ook aldus geschreven worden :

a+b:a—b=cot}C:#y}(A—B),

waaruit ty}(A-—B):Z_T_:cot*C. C . (@8
of ook tg(B+}C)=(:_'tz WiC. . . . . (9

als zijnde } (A —B)=14(180° —2B —C)=90° — (B4} C).
40. Uit de evenredigheid (7) laten zich nog twee andere frasie

betrekkingen afleiden, welke, even als de voorgaande, bij een der

gevallen van oplossing hare toepassing vinden, zoo als straks nader

zal aangetoond worden. Die evenredigheid geeft namelijk tevens de
volgende :

a+b:c=n'?; A+4-38inB :sin C=sin (A;-B) cos (A;B) : 8in $C cos §C.

Maar, aangezien A +B—=180° —C, is
‘ sin (A';;B)z cos 4 C.

Derhalve  a4-6:c—cos{(A—B):sm{C . . . . (10
Op gelijke wijze vindt men
' a—bic—=sini(A—B):cos4C . . . . (11)

welke beide evenredigheden door deeling op nieuw de formule (8)
te voorschijn brengen.
5‘



Zij geven daarenboven

c=(a+6)ﬁ%z—-_g_i). N )

_ ccs} C
en c=(z—5) Wi?ﬁ) N G )
waardoor men eene der zijden van een driehoek zoude kunnen be-
rekenen, indien men gegeven had de som of het verschil der beide
overige zijden, den ingesloten hoek, benevens het verschil der over-
staande hoeken.

Elke dezer laatste formulen in het vierkant brengende, zoo leidt

men hieruit gemakkelijk af
et —=(a40)28in? {LC (a—0)2cos?}C . . . (14)
welke vergelijking, na ontwikkeling, en met inachtneming dat
082 } C—sin? 4 C=cos C,
geeft ed=a?4-4* —2besC . . . . . . (15)

Deze voorname formule stemt geheel overeen met en kan gemak-
kelijk afgeleid worden uit de bekende meetkundige betrekking tus-
schen de drie zijden en de projectie van eene der zijden op eene
andere. Zij gaat onmiddellijk in die betrekking over, wanneer
men volgens fig. 8 '

acos C=CD
en volgens fig. 9
— acos C = a cos (180° — C) = CD stelt.

4. De vergelijking (14) geeft te kennen, dat de zijde ¢ de hypo-
thenusa voorstelt eens rechthoekigen driehoeks, tot rechthoekszijden
hebbende .
(a+08)sintC en (a—0b)cos}C, '
eene eigenschap , welke tevens door de navolgende vrij eenvoudige
constructie afzonderlijk kan betoogd worden.

Men beschrijve namelijk uit het hoekpunt C des driehoeks ABC
(fig. 10) als middelpunt, met een straal gelijk aan de grootste der
beide zijden & en &, een halven cirkel, en trekke daarin de mid-
delliin DCE, de koorden DB, EB, en uit A de loodlijn AF op BD,
dan zal, omdat die beide koorden op elkander loodrecht staan, AF
evenwijdig met BE loopen. Nu is

AD=a+%, AE=a—%, CDB=}C,

dus AF = AD X sin D=(a 4 5)sin { C.
Maar AE:BF =AD:FD=1:c0s}C
dus , BF=(e—28)cos 1C

en AB3=AF3*--BFt=(¢+b)%8in* } C4(a—05)3cos? } C.
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Verder geeft de driechoek ABF, aangezien hoek ABF=B-+}C,
ter bepaling van de zijde AB, nog de vergelijkingen
o (2—=0)cos1C__(a48)sin{C _ (a—0b)cos{ O _ (a4-£)sin 3 C
" cos(B+§C) T sin(B+§C) ~ sinj(A—B) cos} (A—B)
even als hiervoren langs een anderen weg gevonden is.
Dezelfde constructie levert tevens een eenvoudig meetkundig be-
toog op de verg. (8). Immers, uit de evenredigheid

EA:AD=BF:FD =iy BAF : ¢y FAD = cot (B4 }C): cot $ C
volgt cot(B-;-,lC)=ty;(A—B)=Z'_'—_:mqc.

De hiervoren gevondene form. (15)

¢3—=a? 4543 —2abcos C

{aat zich insgelijks rechtstreeks betoogen.

Te dien einde heeft men in fig. 8

BD=gasinC en AD=b%—acosC,
en in fig. 9
BD —asin (180° —C), AD =0 acos(180° —C)
ot BD=asinC AD=b—acosC,
dus in beide gevallen
¢2 =BD? 4 AD? —a3 - 52 — 215 cos C.
Op gelijke wijze zal men voor de beide overige zijden a en 5 bekomen

a3 =03 4¢3 — 2bc cos A.
5% —a? <4 c3 — 21ccos B,

42. Het verdient opmerking dat deze betrekking tusschen de
drie zijden en een der hoeken nog daarenboven kan afgeleid wor-
den uit form. (/‘ﬁ ); bevattende eene betrekking tusschen de sinussen
en cosinussen van drie hoeken, te zamen 180° uitmakende.

Schrijft men namelijk voor die hoeken: A, B, C, dan geett de
aangehaalde formule

sin? C __ sin? B 2sixB |

ain’K_1+cin’A_ sinA cos C
welke , uithoofde
G _ ¢ o ®B__ 0
sinA” @ sinA ™ a’

terstond verandert in
¢3 = a3 = b3 — 23 cos C.
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Uit de beschouwing der figuur kan men tevens gemakkelijk, eene
formule vinden om, indien twee zijden met den ingesloten hoek ge-
geven zijn, hieruit rechtstreeks een der onbekende hoeken te bepa-
len. Te dien einde geeft de rechthoekige driehoek BAD

ty _BD _ asin C
T AD T b—acosC
. bsnC
en evenzoo tgB— T C

welke formulen echter voor de logarithmische berekening minder
geschikt zijn dan de form. (8).

De figuur levert daarenboven de navolgende betrekkingen tusschen
drie zijden en twee hoeken op.

a—bcosC—+4-ccosB,
—acosC—Hccos A,
c—acosB-4-bcos A,

waaruit weder alle overige trigonometrische betrekkingen kunnen
afgeleid worden.
43. Ter bepaling van den hoek C uit de drie zijden, heeft men
de formule '
— et b —ct )
c0s C= o I ¢ )]
welke echter op de navolgende wijze, onder een anderen en voer

de berekening met logarithmen, meer geschikten vorm kan gebracht
worden.

Men heeft namelijk
2ab —— at — b2 -2
2ab ’

dus sint } C= c’_i:b—b)’=(c+a—2a(bc+b-—9

1—cosC=2s4in3 }C=

Men stelle nu de som der drie zijden, of e 45 +c=2;,

ct+a—b ¢cdb—a
—g —a—

Hierdoor gaat de laatste formule over in
sin? § C= (_"_—_“.l‘f‘_—f)‘

o ciugce:;/(‘—',z_b(‘_:’z) N ¢ 1))

dan is =810,

= s—a.
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Verder heeft men nog

1+4-c0s C=2c0s2 1 C= ‘i"_'b_"ﬁi&:c-’-

2ab
dus ms*c_(“'i'é) —c? (a+1’+2$+b—c)

of  wio=p=d . oy

cdelik £ 1 sindC_ (s—a)(s—08)
Eindeljk #7}C= il —1C — =V ———8(3_0) , 19)
en sin C=24in { Con} O = 2 Vs (o—a)(s—8)(s—c) . (20
Het is onnoodig hier te doen opmerken, dat al de tot dus ver
gevonden formulen, door eene behoorlijke verwisseling van letters,

tevens op elke der overige hoeken van toepassing kunnen gemaakt
worden. Zoo heeft men insgelijks :

sin A=y (.____’_b)bf:"—c)

coc{-A:V"(’__:‘)
yiA=y s--b!(s—c?

s(e—
sin A — 6243 V8(8—°)(“'6) (g=—2);

en sin} B=y (_':1)&;0_),
ac
cs} B=y 8_"7:—6),
., (s—a)(sz—0)
yiB=y La(T—_-_b)— )

snB—= % V's(s —a) (s—8) (s —c).

44. Zie hier nog eene andere en minder bekende wijze om tot
de voorgaande formulen te geraken.
Volgens de evenredigheid (10), en omdat

sin} C=cos } (A+B), cos§ C=sin} (A4 B),
heeft men, door optelling en aftrekking der termen
b~ : a-b—c=c0s}( A—B)-4-cos}(A—+B) : cos}( A—B)—cos}(A-+-B)
—cus}AcosiB:sin}AsiniB
dus a4-btciatb—c=cot} A:ig{B . . . (20)



72

Op gelijke wijze zal men uit (11) kunnen afleiden.
a—b-c: c—l—b—a__nn‘(A—B)-HmI(A-l-B) cm,}(A+B)—am§(A-——B)
dus a—¥-c: c+b—a=—sin}Acos} B: sin{ Beos} A=tg4 A: g} B. (22)

Deze laatste evenredlgheld met (21) vermenlgvmmgende verlmjgt' ,
men terstond

ssin. (@4b—c)(cH+b—a)
t7* § B= (a+6+c)(a+c—-b)

of ty3B=V (’_f.(_‘;l_fibFi)

Voortsis  sec? 1B=1+412}B= 3(s—b) +(s—a) (s—¢)

s—0)
—(a+b+c)c+ac ac
3(s—0) T &(s—10)’
dus cosfB=yp 8("_6)

waaruit verder sin} B=y/ (‘.’:'_“alc(i_—c) ,

even als hiervoren gevonden is.

45. 'Wij gaan thans over tot de behandeling der bijzondere ge-
vallen, die zich bij de oplossing der scheefhoekige driehoeken voor-
doen. Zij zijn vier in aantal. De gegevens kunnen nameljk zjn:

1. De drie zgden. '

2. Eene zijde en twee hpeken.

3. Twed zijden en de tusschengelégen hoek.

4. Twee zijden en een der overstaande hoeken.

. It GEVAL.

Gegeven zijnde de drie zijden , ‘te berekenen de drie hoeken.

De gegevens moeten aan de voorwaarden voldoen, dat elke zijde
kleiner is dan de som en grooter dan het verschil der beide anderen.

De formulen, die de betrekkingen tusschen de gegevens en elk '
der onbekenden uitdrukken, zijn:

a?=15% 4-c? —2bccos A,
63 —a? 4¢3 —2accos B,
c? —a? 4% — 2abcos C;
gevende
cos A_b’—-tc’ —a

al +63 —c3
- 2be

a? +03_b$
"2 b

o , c0sC=

, cos B—
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welke formulen voor de berekening van A, B, C slechts kunnen
gebruikt worden , wanneer a, b, ¢ kleine. getallen zijn. In elk
ander geval moeten zij logarithmisch gemaakt worden , hetgeen hier-
boven (n°. 43) reeds is geschied. Daar hebben wij het volgende
stel formulen gekregen :

cin-}A:V g——zf:—), ’CM}A‘:V ﬁ%ﬁ,
Jsin}B =y #}, < coa{-B:l/fg:J),
sin}C=y g;'__a‘)‘(;__'é), cos}C=p 8.('%0_)
(tansta=y SR, (wna= 2y se—aio—tio—,

tang}B—=y” ( —L'_-Tc) sin B— ;22 V 8(s—a)s—b)(+—),
tangtC=y” (=)= | sinCc= % V s(s—a)(s—b)(s—c).

3(s—c)

A

Elke van deze vier groepen kan dienen voor de berekening, doch
het is met geheel onverschillig, welke men daartoe neemt.

De laatste groep is in het algemeen het minst te verkiezen, niet
zoozeer omdat de formulen den langsten vorm bezitten, want de
wortels hebben juist het voordeel voor de drie hoeken dezelfde te
zijn, maar omdat de sinussen der gekeele hoeken worden gevonden,
waarbij het altijd twijfelachtig is, welk van de beide hoeken, tot .
denzelfden sinus behoorende, genomen moet worden. Uit de gege-
vens is dit- trouwens vooraf wel op te maken, want in de meet-
kunde wordt geleerd, dat de drie hoeken eens driehoeks scherp
zijn , wanneer het vierkant van elke zijde kleiner is dan de som
der vierkanten van de beide anderen, en wanneer er een stompe
hoek mocht zijn, deze gelegen is tegenover die zijde, waarvan het

vierkant grooter is dan de genoemde som.
~ De drie andere groepen geven de halve hoeken, die altijd scherp
zijn, dus in het eerste kwadrant moeten genomen worden. Welke
groep men neemt is tamelijk onverschillig, doch het zal aan de aan-
dacht ‘van een geoefend cijferaar niet ontsnappen, dat de derde de
voorkeur verdient, omdat in de drie formulen slechts vier verschil-
lende getallen voorkomen en in elk der drie anderen zeven. Ook
kunnen in het algemeen de tangenten uit de logarithmen nauw-
keuriger bepaald worden dan de sinussen en cosinussen. Mocht
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echter slechts één hoek ‘verlangd worden, hetgeen in toepassingen
dikwijls het geval is, dan kan met voordeel van eene der formulen
uit de tweede groep gebruik gemaakt worden, omdat daarin de
eenvoudigste getallen voorkomen.

46. Om de drie hoeken te berekenen kan men nog een anderen
weg inslaan, Men berekent namelijk een der hoeken op de boven-
genoemde wijze en hieruit de beide anderen door de formule

a:b:c=gsin A :sinB:sinC.

Deze weg is niet aan te raden, omdat men eene der onbeken-
den gebruiktl om de anderen te vinden en dus eene fout, in de eerste
berekening gemaakt, overal van invloed is. Ook is hij minder nauw-
keurig.

Men zou kunnen volstaan met twee hoeken te berekenen en den
derden te bepalen door de eigenschap, dat de som van de drie hoe-
ken=180°, doch deze handelwijze is zeer af te keuren, omdat
genoemde eigenschap tot proef op de som voor de juistheid der

berekening moet dienen.
Voorbeeld, Zij a = 4693,25, 6 —3627,9, ¢ = 2076,01.

Berekening.,

a= 469325
b= 3627,90
c= 2076,01
. ——opy.
28 —10397,16 ,
s = 5198,58 log 8 = 3,7158847

s—a= 505,33 los (s—a) — 2,7035751
s— b= 1570,68 log (s—b) = 5,1960877
s—ec= 312257 log (s—c) = 3,4945121
log (s—b) = 3,1960877 log (s—a) =2,7035751
log (s—c) = 3,4945121 log (8—c) =3,4945121
Clog s = 6,2841153 Clogs =6,2841153
C ioy (s—a) = 7,2964249 C log (s—5) = 6,8039123
= —————— '-A —__‘h_—<—op5
0,2711400 9,2861148
22— 22—
log tang + A —0,1355700 log tang $ B=9,6430574
- 1 A=D530483"49 1 B=230 43 49
A =107° 36'6",98 B=47027" 38"
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log (s—a) = 2,7035751
log (s—0) = 3,1960877
Clog s = 6,2841153
C log (s—c) = 6,5054879
——opg.
8,6892660
9o

log tang } C = 9,3446330
$C=12028'7"5
) C == 24° 56'15".
Proef op de som.
A =107 56' 6",98

B =470 27 38"
C = 249 56/ 15"
T 0p9.
1790 59 59,98

gevende een verschil van 0%,02, zijnde zoo nauwkeurig als verlangd
kan worden.

Men kan het volgende voorbeeld tevens gebruiken, om daarop
achtereenvolgens elk der drie overige gevallen van toepassing te
maken, hetgeen den leerling tot eene nuttige oefening zal strekken.

Poorbeeld. a — 5036,958, 5 — 3229,151 en ¢ — 6361,947.

- Men zal vinden
A =520 4 2" 4, B=230°11'43",8, C=97° 44'13",8.

Ile GEVAL.

Gegeven ecne zijde a en twee hoeken , te berekenen den derden hoek en
de beide andere zijden. v

De gegevens behoeven aan geene andere voorwaarde te voldoen,
dan dat de som der gegeven hoeken kleiner zij dan 180°. ’

De derde hoek kan ook als een gegeven beschouwd worden,
omdat hij onmiddellijk wordt gevonden door de som der gegeven
hoeken van 180° af te trekken.

Voor de berekening der gevraagde zijden heeft men de formulen

asinB __asinC
sin A’ T sm A

dus Jog b =1log & — log sin A - log sin B
log ¢ = log a — log sin A +- log sin C.
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Voorbeeld. Zij a=100,0579. B=94°15'19". C="56° 0' 25°,5,
dus A =180° —150° 15’ 44",5 =290 44' 15",5.

Berekening.
log a = 2,0002514
log ¢in A = 9,6955072
R :
2,3047442 2,3047442
log sin B = 9,9988012 log sin C = 9,9186104
———opy. —opy.
log b = 2,3035454 log ¢ = 2,2233546
b= 21,1617 c= 167,2455.
Ile GEVAL.

Gegeven zijnde twee zijden a en b met den ingesloten hoek C, te vin-
den de beide overige hocken A, B, benevens de derde zijde c.

47. Men vindt de beide onbekende hoeken A en B, door de
formule (9)

yB+10=(E)wic. . . . . @

Q v—
waardoor B, en dus ook A kan berekend worden. Vervolgens zal
men de derde zijde ¢ vinden, door eene der formulen
—asinC _bsinC
= TmA of o= &nB
of wel door de navolgende
= (a4-0)sin L C _ (a48)sin} C
T csf(A—B) T sn(B+44C)
—(@—08)cos}C _ (3—8)cos§C
T ani(A—B) T cs(B+1C)’
waarin de hoek B + } C reeds uit («) gevonden is.

48. Bijaldien men eeniglijk de derde zijde ¢, en niet de hoeken
A en B behoeft te kennen, zou men daartoe rechtstreeks kunnen
geraken , door middel der hiervoren (n°.42) gevondene betrekking

c3=a? 403 —2ub 205 C
of c=)/ (a*+442—2ab cos C).
Daar echter deze formule voor eene logarithmische berekening wei-
nig geschikt is, zoo kan zij daartoe door de navolgende herleiding
ingericht worden,
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Men schrijve namelijk voor cos C zijne waarde 1—2sin® § C, dan
komt er

ey 4ab sin2 } C
¢3 = (a==b)3 4-4ab sin3 } O = (a—b)3 {‘.l + —(:_‘Lf,—-}
Stellende nu verder
ind
o= M-_?a:‘j”b%ﬁ
.\
of tho= 2'::_”_30 Vb,
dan vindt men
d=(amb)t {A4t29} of =22 . .. (9
cos @
Men kan ook cos C door 2 cos? 1 C—1 vervangen, waardoor er komt
03 =(a-4b)* —4abecos? } C
en stellen hierin
. 4ab cos? 1 C
1 -_— b_
sind y T—ﬂ+b)’,

of siny= ?%_*zg Vb,

welk gebroken voor den hoek y steeds eene bestaanbare waarde zal
opleveren, uithoofde ¢ -~ 4 altijd > 2V ab zijnde, des te meer

a—4-5>>2cos 3 CV ab zal zijn.
Hieruit volgt alzoo
e =(a40)* (1—sin®y) of c—=(a+b)cosw . . . (7)
Poorbeeld. Zij a = 8970,432, 6="7690,548 en C=119° 36'45".

Berekening.
a=— 8970,432
b= 17690,548
a -+ 5 = 16660,980 log(a-4-0) = 4,2217006
@—b—= 1.279,88 A loy(a—-b) =3,1071 706 afy.
C=119°36'45" 1,1145300
$C= 59948'22"5 logtg + C=0,2351756

log tg (B~} C)=1,3497056
B+4 C=28726'26",38

§ 0==5904822"5
B— 27038 3",88
© B4 C=14701448"88
A= 32045'11"12
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iog b= 3,8859574 log a — 3,9528134

log sin C=—9,9392132 log sin C =9,9392132
3,8251706 ' 3,8020266 77

log sin B — 9,6663571 log sin A = 9,7331132
tog ¢ = 51588135 V7" log ¢ = 5158813477

c— 1441496 c= 1441496

log (a 4 5) = 4,221'7006 log (a—b )= 3,1071706

log sin § C=—9,9366795 log cos } C = 9,7015038
4,1583801 7 2,8086744 7"

log sin(B4-£C) = 9,9995666 log cos (B4-1C) — 8,6498607
loge—= 4158813 %% log ¢ = 51588137 2"

c= 1441496 - e— 14444,97

Deze drie verschillende wijzen van berekenen der zjde ¢, stemmen
in de uitkomsten vri) juist met elkander overeen. Wij zullen die
zijde thans ten overvioede nog met behulp der form. (8) gaan be-
rekenen.

log a — 3,9528134%

loy b = 3,8859574
7,8387708 77

Lo

log Vv’ ab — 3,9193854

log 2 —0,3010300

log sin } C = 9,9366795
41570049 7

log (a—b) = 3,1071706
log tg 9 —1,0499213 %"
. @ ==84°54'21",9
log cos p — 8,9483569
log (a—b) = 3,1071706
. log c=—4,1588137
. e=1441497

hetgeen met de vorige berekeningen overeenstemt. De toepassing
der formule (y) zij den leerling ter oefening overgelaten.

49. Adanmerking. Nademaal de hoeken eens driehoeks eeniglijk
afthankelijk zijn van de verhoudingen tusschen de drie zijden, zoo
kan men het III» Geval ook aldus voorstellen. Geyeven zijnde de cer-
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hMiny m van twee zijdem a en b, benevens de ingeslotem hoek C, fe
berekenen elk der beide overige hoeken A en B.

Stellende alsdan m =f_ =t{ya, dan gaat de form. («) over in
y(B+10)= ‘”“+‘)ty10=—ty(45°+«)tnc
of omdat

t7y(A+}C)=—1t(B+4C)
ty(A+1C)=ty(85°4a)tg 4 C
of #74(B—A)=1#y(45°—a)cot$C
B=1(B+A)4+}{B—A)=90°—1C+}(B—A)
A={B+A)—{B—A)=90°—{C—4(B—A)

‘waardoor de hoeken A en B gemakkelijk te berekenen zijn.

IVe GEVAL.

Gegeven zijnde twee zijden a en b met een overstaanden Rock A, te
berekenen de derde zijde c en de beide overige hockern B en C.

De verschillende gevallen van dubbelzinnigheid, bestaanbaar-
heid en onbestaanbaarheid , die zich in dit zoogenaamd twijfelachtiy
geval kunnen voordoen, zijn uitvoerig behandeld in bewerkers
Leerboek der Meethunde, 1, § 4.

Voor de berekening der onbekende elementen neme men eerst
de formule

a:b=sin A:sin B,

gevende
cinB:l-”—Z'-A‘........(a)
waaruit volgt voor de bestaanbaarheid van B, dat
boin A<a

moet zijn ; bedenkt men hierbij, dat? sir A de lengte is der loodlijn
CD (fig.11), die uit het hoekpunt C op de overstaande zijde wordt
neérgelaten, dan komt men op de meetkundige voorwaarde voor de
bestaanbaarheid terug.

Uit formule («) verkrijgt men twee Waarden voor B, namelijk de
hoek en zijn supplement, die beiden of een van belden voldoen,
naarmate zij overeenkomen met de betrekking, dat

voorbza ook BZA.
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De formule, die de betrekking tusschen de gegevens en de zijde ¢

aanwijst, is
a? =53 03 — ccos A
of ¢ —2hccos A— (a3 —53)=0,
gevende’ ' :
c=bcos A 4 V(b3 cos? A+ (a® —5%))
=bcos At 1/(a® —b3sin2 A) . . . ®

Om haar voor de berekening met logarithmen geschikt te maken ,

schrijft men

c=beos A {1;1;V(1+::c“:} N 0%

Is nu 2 > 4, dan stelle men
g% — B3
42 cos3 A

dus tang a — Va-l-b)(a—b ,

b cos A

= lang? a

zoo wordt
e==bcos A {'1 :baeca}
of volgens de formulen (39) en (40) § ITI
c—{ bcos A tang a cot }a
~—bcos A tang « tang } @.
In deze formule zal altijd slechts ééne waarde positief zjn,
namelijk de bovenste wanneer A scherp is, en de benedenste wan-
neer A stomp is, hetgeen weder geheel met de meetkundige be-

schouwing overeenkomt.
Isa <6, dus A scherp, dan stelle men

(3 —a? ___ . ' o V(b4a)(h—a
ST A =sinte of sine— (—bc%)
hetgeen kan geschieden, omdat volgens vergelijjking (a)
b3 sin? A < a?,
of b3 —E2cus3 A {a?,
62 —at (b3 cos? A,
. 03 = g2
dus b3cos? A <1
Formule (7) gaat nu over in
c="bcosA (1 +cos ')
206 cos A cos? o'
25 cos A sin® L o,

zoodat in dit geval ¢ altijd twee positieve waarden verkrijgt.
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De formule () kan ook onmiddellijk uit de figuur worden afgeleid.
Men heeft toch (fig. 11)

AD=écos A, CD =b%sin A
BD=BD=p(BC? — CD?) = p/{a? —b2sintA),
derhalve: :

¢=\p =AD A BD=—bdcos A 4 V(a’ — b2sin?A).

Het is echter verkieselijk in dit geval van den gewonen weg
af te wijken en van de formule (8) in het geheel geen gebruik te
maken. Liever gaat men aldus te werk.

Uit de formule () berekent men eerst de waarde van B, beschouwt
‘deze als bekend en gebruikt dan de formulen

C=180°*— (A +B),
__ 8nC __ sin (A 4 B),
My v sin A’

heeft men voor B twee bestaanbare waarden gevonden, dan substi-

tueert men beide en vindt de overeenkomstige waarden van Cene,

derhalve de twee driehoeken, die voldoen aan de gegevens.
Voorbeeld. Zij a ==87,935, 6 =>539,076, A —8°249".

Berekening.
log sin A —9,1460797
- log a —1,9441618
log '""fTA = 7,2019179 '
log b =2,7316501 .
log sin B = 9,9335680 B = 59 638"
B=159° 638" pB'—1800—B—120°5322"
A= 80 249 A= 80 249"
A 4+ B= 67" 927" A + B —12856'11"
C =112°50'33" C'= 51° 349"
log a.in C =9,9645309 log sin C' = 9,8908926
log 2 & — 7,9019179 tog "™ & — 7,9019179
log c = 2,7626130 log ¢ = 2,6889747
¢ —=578,9125 ¢ = 488,624

200dat twee driehoeken aan de gegevens voldoen, tot elementen
hebbende:

6
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a= 87,935 a = 817,935
& =1539,076 b =539,076
ce=>578,3125 ¢ = 488,624
A= 8° 249" 1A= 80 249"
B= 59° 638" B'=120°53'22"
C=112°50'33". C'= 51° 349".

§ IX.
Bepaling van inkouden.

49*. Inde eerste plaats zullen wij de formulen doen kennen, door
welke de inhoud eens driehoeks kan berekend worden uit elke drié
bepalende elementen. Daartoe gaan wij uit van de bekende meet-
kundige eigenschap , dat de inhoud eens driehoeks gemeten wordt
door het halve produkt van basis en hoogte. dat is (fig. 8), den
inhoud van den driechoek ABC =1 stellende,

I=4 AC X BD.
Nu is
BD—=ABsin A=csin A
derhalve
I=4tcsinA,

evenzoo vindt men

I=4bcsin A=}acsinB=—=4absinC . . . (1)
zoodat de inkoud eens drickoeks gelijk is aan het halve produkt van twee
zijden en den sinus van den ingesloten hoek.

Schrijft men volgens formule (20) der voorgaande §
sin A = 322 V 8(s—a)(s—b)(s—c) ,

dan gaat (1) over in
I=ps(s—a)s—d)(s—c) . . . . . . (2)
waardoor wij de bekende fraaie uitdrukking voor den inhoud in de

drie zijden terug vinden.
Om den inhoud in eene zijde en twee hoeken uit te drukken,

neemt men de evenredigheid
b:c=sin B:sin (A +B),
gevende
_ sin B
"= Gr)
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en deze waarde in (1) overgebracht, volgt
I==}ct sinAsinB

sin (A+B)’
evenzoo
I=4c g sinAsinB __ sin A sin C 1a3 sin B sin C ®)

A+ A0 T E+0
Om in het twijfelachtige geval den inhoud in de gegevens uit te
drukken, neme men formule () van het vierde geval, zjnde
e==bcos A 4 V(a3 — b2 sin3 A)
en substitueert deze in (1), dan komt
I=1Ltbsin A {6 cosA‘.j;V(a’ — b2sin? A)} N )

welke formule de dubbele waarde voor den inhoud oplevert, en op
de in het IVe Geval behandelde manier voor de berekening geschikt
kan gemaakt worden.
Eenvoudiger is het ook hier, eerst de hoeken B en C door de
sinus-formule te berekenen en daarna den inhoud volgens formule(3).
Stellen wij in de voorgaande formulen C=90°, dan verkrugen wij
voor den rechthoekigen driehoek

I=}cb=1adtang A=1c? sin2A . . . . ®)
50. Zij (fig. 12) ABCD een parallelogram , AC en BD de diago-
nalen , danis
I.AABC=}AB.BCsnB,

derhalve
I:parallAC—=AB.BCsinB . . . . . (6)

datis: de inkoud van een parallelogram is gelijk aan het produkt van de

ongelijke zijden en den sinus van den tusschengelegen hoek.
Stelt men AB=CD =4, AD =BC =1/, dan wordt

BD3 —a? 483 — 2abcos A,
AC? —a2 4-42 -} 2abcos A,

door welke formulen de diagonalen uit de zijden en een der hoeken
kunnen berekend worden. Door optelling geven zj
AC? 4 BD?* —2(a? -}~ b2)

waardoor wij terugkomen op de bekende meetkundige eigenschap,
dat de som van de vierkanten der diagonalen gelijk is aan de som.
van de vierkanten der zijden. (Meetkunde, 1 § 13.)

Volgens eene bekende meetkundige eigenschap (Meetkunde, 1§ 24)

6t
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is de inhoud van elken vierhoek gelijk aan de helft van den inhoud
van het parallelogram beschreven op de diagonalen. derhalve is de
inkoud van elken vierhoek gelijk aan het halve produkt der diagonalen
en den sinus van den hock, dien 2ij met elkander maken.

51. Zij AB (fig. 13) de zijde van een regelmatigen » hoek, M het
middelpunt van den omgeschreven cirkel, dan is | AMB = 3?
Stellen wij de zijde AB =a, den straal AM —~, dan is in driehoek
AMB:

a = koorde 360° = 2r si 180 -

n n )
waardoor elke der drie grootheden a, », n, uit de beide anderen
kan berekend worden.

Verder is
I.A AMB=—1}7%sn 1800

= 2 cot
vata K

360°
n
derhalve

L. regelm. n-hoek =1} nr? sin @ = 1 na? cof 180° y (D
n

door welke formule de inhoud van elken regelm, veelhoek u1t den
straal -of uit de zijde kan gevonden worden.

Ook de inhoud van een cirkelsegment kan in eene formule worden .
uitgedrukt.

Men heeft toch (fig. 13),

I segm. ABC =L sector AMB —1. o AMB
of '

Lsegm.—=f{r2o—4rising=}r3(p—sing) . . . (8)
waarin ¢ de lengte van den cirkelboog met den straal —= 1, behoo-

rende bij hoek M, voorstelt. Mocht de hoek in graden zijn gege-
ven, dan is v

. _ M
=10 ™
Indien de pijl » van het segment gegeven is, zal men daaruit den
hoek kunnen berekenen door de formule

= 2B.cos( )

Omgekeerd uit verg. (8) voor gegeven I de waarde van ¢ te bepa-
len, behoort tot de hoogere deelen der wiskunde, omdat zoowel
een hoek als een goniometrische vorm in de vergelijking voorkomt.
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Aan den leerling zij overgelaten de oplossing van het vraagstuk,
om den inhoud te bepalen van het gedeelte dat twee cirkels gemeen
hebben, wanneer de stralen en de afstand der middelpunten be-
kend zijn.

§ X.

Oplossing van traagstukken betrekkelijk eenige bijzondese
gevallen van drickocksmeting.

52. I. VRAAGSTUK. Pan een drichoek gegeven zijnde eene zijde
benevens de som of het verschil der beide overige zijden,en de overstaande
hoek, de onbekende zijden en hoeken te vinden.

Ile VRAAGSTUR. Gegeven zijnde eene zijde benevens de som of het
verschil der beide overige zijden, en het verschil der aanliggende hocken,
den_drichock op te lossen. .

De oplossing dezer beide vraagstukken is vervat in de reeds hier-
voren (n°. 40) gevondene evenredigheden

atbic=cos} (A—B):4sin} C
a—b:c=sin} (A—B):cos} C
welke voor het 4ste vraagstuk geven

corg (A —B)=L8Dia 4 0
ain{-(A—B)z(—a—:ﬂcoa-}C,

derhalve A=90°—4C+4+}(A—B)
en B=90°—}C—}(A—B)
__csinA _csnB,
T a@nC’ T anC’
terwijl men voor het 2de vraagstuk heeft

sin}C= l;—_jl_‘cb cos 1 (A—B)
c0s} C= - ¢ 3 sin } (A—B);

waardoor de onbekende hoeken en zijden, even als voren, kunnen
berekend worden.

5'3. Ille VRasGSTUK. Gugeven sijnde twee 2ijden benevens het ver-
schil der overstaande hocken, den drichoek op te lossen.

vl"Ve. VRAAGSTUK. Gegeven zijnde twee hocken met de som of ket
verschil der overstaande zijden , den driehoek op te lossen,
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De oplossing dezer beide vraagstukken is begrepen in de formule
—a—b
tg}(A—B)_..a_l_b cot 4 C
waaruit voor het eerste volgt
c=(.=¢) wt4(A—B),
w1C=(13}) ot (A—B)

_asinC __bsinC
T sinA ~ snB’

en voor het tweede
a—b=(a+5)#1C.t9 }(A—B),
b_(a—b)cot{-C — (a—3 ty-}(A-l—Bl
H=Tre-n - O yrE—my
a=}(@+8+3(a—b).
b=4(a+08) —3(@—0).
54. Ve VRAAGSTUK. Gegeven zijnde een der hoeken A en B met
eene aanliggende zijde ¢, benevens de som of het verschil der beide overige

zijden , den driehock op te lossen.
Hiertoe geven de evenredigheden (21) en (22)§ VIII terstond
Tn_ (a+b6—c
g} B= it cot LA,
41B= " (a =¥, 1
en B= o g+ A,
waardoor dus ook de hoek C bepaald wordt, en vervolgens elke der
onbekende zijden a en 4, door de formulen
csin A __cunB
s C’ T anC’ '

55. VIe VRAAGSTUK. Gegeven sijnde de drie hoeken met eene der
stjden , de stukken te berekenen, waarin deze zijde door de loodlijn, uit
het overstaande koekpunt vallende, verdeeld wordt.

Oplossing, Zij b de gegeven zijde. Door het vermenigvuldigen der
evenredigheden

cta:b=cos} (C—A):sn LB
c—a:b—=3mn}i(C—A):cos 1B,
verkrijgt men  ¢* —a3:0% =sin (C— A):sin B.
Stellende het verschil der te bepalen stukken AD, DC (fig.8)==.
dan is. volgens eene bekende eigenschap des driehoeks :

b = ¢t — a2
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dus o= 2 __bsin(C—A)
- = sin B
— 4 (sinB J-2in (C—A)
AD=1}(+a)=14o { sin B }
& . B+C—A A+B—C)__, sinCcosA
“aﬂ'“"( 2 )coo( 2 )_6 sin B
Evenzoo
sin A cos C,

DC=}(b—x)=3

smB
welke uitkomsten ook meer rechtstreeks uit de rechthoekige driehoe-
ken ABD, BDC af te leiden zijn. De eerste geeft namelijk

AD—ccos A=5 “:”C cos A,
sin B
en de tweede
CD=acosC=1% sin A cos C
n B

56. VIIt VRAAGSTUK. Gegeven zijnde twee sijden met den inge-
sloten hoek , de stukken te berekenen, waarin die hoek door de loodlijn
op de derde zijde mefrgelaten, verdeeld wordt.

Oplossing. Men stelle (fig. 8) ABD =p, DBC=g¢, dan is

ABD + BAD =DBC + BCD,
dus A—C=DBC—ABD=¢g—p.
Nu is, naar aanleiding van form. (8) § VIII

'C —

tg 4 (C—A)= (H_:) cot } B,

dus ook ty}(p—g)= (”"“) cot}B,

c+ta
waardoor , omdat p + ¢ gegeven is, p en g elk afzonderlijk kunnen
bepaald worden. Indien tevens gevraagd wordt, delengte der lood-
lijn BD te berekenen, zoo kan men daartoe op de volgende wijze
eene formule vinden.
Zi BD=x en }(p— ¢) =0, dus p=} B+ 3, ¢=}B—3.
Nu is

Ink. ABD =} cz sin ($ B4 9)
Ink. BDC =} az sin (} B—9)
en Ink. ABC =1} acsin B.

Derhalve
ca:sinﬂ- B+ 6) + az sin(L B—J)—=acsin B,



dat is, na ontwikkeling ,
z {(c+a)ain}Bcoad+(v——a)cos}Baind} —acsin B

¢c— 2ac

a 1 3 —_
of zcoad{i +c+a cottBtgd}_c_I_

cos } B.

@
Hierin voor (Z ::.Z) cot £ B de hiervoren gevondene waarde, name-

lijk ¢7 8, substitueerende, zoo komt er

2ac
c+a

wcosd (14192 8) = cos 4+ B

of o= 2% cos 4 B cos &.
a-c

Door de hoeken p en g als bekend aan te nemen, vindt men de
gevraagde loodlijn onmiddellijk door eene der beide formulen
r=acosq, & =ccos p.
57. VIIle VRAAGSTUK. Gegeven zijnde eene zijde met de beide aan-
liggende hoeken , de stukken te berekenen, waarin die zijde verdeeld wordt
door eene lijn, welke den overstaanden hoek midden door deelt,

Oplossing. Laat de lijn CD (fig. 14) den hoek C midden door
deelen. Nu is, volgens eene eigenschap dezer lijn,

AC:BC=AD:BD
of a+4b:a—b—=c:BD—AD;
maar at+bia—b=ig}(A+B): g} (A—B).

P AD—o x Y E(A—B)

Derhalve BD—AD=¢c X 3 (AFB)
¢ ty 4 (A—B)

o =g+ BRI

—cly _twi(A—B))
aw={ it (A+B)

De lijn CD kan vervolgens berekend worden hetzij uit den drie-
hoek ACD, hetzij uit den driehoek BCD, door eene der twee even-
redigheden

BD:CD=3sin { C:sin B
AD:CD=sin } C:sin A,
sin B sin A

dus CD =BD x W}-C_AD Xm%c.

Wanneer echter de lengte der stukken BD, AD niet behoeft
bepaald te worden, zal het gemakkelijker zijn de lijn CD aldus te
berekenen,
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Stellende de lengte dezer lin=x, dan heeft men

Ink. ACD =} bz 8in 1 C
Inh.BCD = } az sin } C.

Maar Ink. ABC = { ab 8in } C.
Derhalve (a—+-5) zsin{ C—=absin C=2absin} Ccos } C,
waaruit volgt

— 2_7_6 3 cos’; C.
Verder is a = ‘-;i;:-‘é en b = co::zn(l}i’
en deze waarden in de formule voor # substitueerende, komt er
=g_ciinA.ainBcoa-}C___ csin Asin B x cos} C
(sin A+ sin B) 8in C ~ sin L (A+B) cos} (A—B) sin C
csin A sin B

~ s (A—B)an G’
welke uitdrukking men ook had kunnen verkrijgen, door in de bo-
venstaande vergelijking
(¢« + b)zsin} C=ab sin C,
voor (a + 6)sin} C te schrijven ccos } (A — B).

58. IXe VRAAGSTUK. Gegeven zijnde twee zijden met den ingesloten
hoek, de stukken te bepalen waarin die hoek verdeeld wordt door eeme
lijn, welke de overstaande zijde middendoor deelt.

Oplossing. Men onderstelle in fig. 14 dat AD — DB, voorts
ACD =p, BCD — ¢ zij, dan geven de drichoeken ACD. BCD

CD:AD —3sin A :5in ACD —=sin A:sinp
CD:BD —=sin B:sis BCD —sin B:sing
dus sinp:sing=sinA:sinB=a:b
en sinp—+sing __ a6
sinp—sing  a—25’
i(ptg) okt
tgh(p—q) a—b
a—b '
a+6ty*0. N )
p=3C+1(r—9) ¢=4C—}(p—9)
Men kan echter de hoeken p en ¢ ook onmiddellijk uit de hoeken
des driehoeks bepalen. Immers, aangezien

waaruit volgt gy (p—q)=
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a—b__

200 heeft men
94 (p—9)=#%*{Ctg 4 (A—B).

‘Wil men hierbij tevens de lengte der deellijn CD berekenen, zoo
zoude men, na vooraf de derde zijde ¢, benevens de overige hoeken
A en B bepaald te hebben, zich hiertoe van eene der bovenstaande
evenredigheden )

sing:sinB=4c:CD,
sinp:sin A—}c:CD,
kunnen bedienen. )

Er bestaat echter nog eene andere oplossing ter bepaling van de
lengte der deellijin CD. Men stelle namelijk deze lengte ==z, en
kortheidshalve } (p — ¢) =4, dus

r=34C+9d en ¢g—}C—0d.
De driehoeken ACD, BCD geven volgens form. (15)
AD? =22 4 b2 — 2%z cos p
BD? =23 4 2% — 2z cos g,
waaruit door aftrekking volgt,
a% —b2=—=2x(a cos ¢—b coap):%{a c08(}C—0)— 1l cos (} C4- 6)}

=2z {(a——b) co8 § C cos 3 4 (a - b) sin 4 C sin d}

@ —0b

of e 2 4 :acoaa}Ccosd.ii -+ atb tg{-Ctyﬁ}.

Maar volgens (a) is

“+zt96=ty%C,

a —

en hierdoor herleidt zich de vorige vergelijking tot de meer eenvoudige

atb zcos 8
) _—ccoa%Ccou){'l+tg*,}C} _—-cm.
cos 1 C
Dus e=1(a+) c—oa§-(—~)’

in welke formule het halve verschil der hoeken p en ¢ reeds uit
(a) bekend is.
Zie hier nog eene andere wijze om tot dezelfde uitkomst te geraken.
Men heeft namelijk
Ink. driek. BCD = } az sin ¢
Ink. driek. ACD =} b2 sin p
Ink. drick. ABC = } ab sin C
Derhalve #(a sin g 4 b sin p) — ab #in C.
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Maar uit de hiervoren gevondene evenredigheid
atc——sinp:sing
volgt asing—bsinp
en  (a - b)sing =20 (sin p 4 sing).
Derhalve

e —._ absinC _bsinC__ (a+8)sinC __4(a4-8)cos} C
Tasingt+bsinp 2sing 2sinpt-sing)  cosf(p—yq)
even als hiervoren.

§ XL

Toepassing der drickoeksmeting op eenige vraagstukken tot de
werkdadige meetkunde bekoorende.

59. De middelen, waarvan men zich; in de werkdadige meet-
kunde, bij het opmeten van eenig terrein bedient, tot het bepalen
van hoogten, afstanden en richtingen der verschillende voorwerpen,
bestaan hoofdzakelijk in meetstaven en kettingen voor het meten
van afstanden, en in werktuigen bestemd tot het meten van hoe-
ken, zoo als de sextant, het astrolabium, de graphometer, de the-
odoliet, de repetitie-cirkel van BorpA, en andere van gelijken aard.
Het behoort niet tot het doel van dit werkje, aangaande het gebruik
. dezer toestellen in eenige bijzonderheden te treden. Bij gebrek van
mondeling onderricht hieromtrent , zal men de werken, die opzette-
lijk daarover handelen, dienen te raadplegen. Wij moeten ons dan
hier bepalen bij het voordragen van enkele belangrijke vraagstukken
betrekkelijk de werkdadige meetkunde, waarin de hiervoren gevon-
dene formulen der driehoeksmeting eene nuttige toepassing zullen
vinden. ’

4. Het bepalen van hoogten.

60. Om de hoogte van een verheven voorwerp AB (fig. 15) (een
toren, zuil, enz) dat tot aan den voet genaakbaar is, te bepalen,
is de volgende handelwijze de eenvoudigste.

Op zekeren afstand b. v. in C plaatst men een baken CC', wiens
hoogte / bekend is, meet den afstand CB en den hoek AC'B', die
de lijn naar den top des torens met de horizontale lijn C'B’ maakt.

Zij CB=CB'=a, _ ACRF=ea, AB=q,
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dan is in den rechthoekigen driehoek AC'B’
AB —atang a
of , omdat AB—=AB 4 BB'=AB'+ CC
s=atangak. . . . . o)

door welke formule de gevraagde hoogte kan berekend worden.

Is de voet van het voorwerp ongenaakbaar, maar kan toch de
meting in de richting van den voet geschieden, dan plaatst men twee
bakens van gelijke hoogte CC' en DD’, zoodanig dat zij met den
voet in eene rechte lijn liggen, meet den afstand CD der bakens en
de hoeken AC'B' en AD'B'. Stellende

CC'=DD'=BB'=4, CD=a, AB=z
LACB =a, L AD'B'=§8
is in A ACD’
AC': AD' : C'D' —sin B : sin a : sin (,9—- e),
waaruit volgt

' — sin B , stna
AC =a =)’ | AD'—a m_—a).

De gevraagde hoogte wordt nu gevonden door de formule

— A (Y < — ) _ sinasinf :
z=AC sinaph=AD'sin f4b=—ua vin (= a)+ - (2

terwijl tevens de afstanden der bakens tot den voet des torens wor-
den berekend door de formulen

R A (Y sin B cos &
CB =AC cosa—« St (P—a)’
T — ATV 8in a cos B
DB ' =AD'cosf—a T (f—a)
Formule (2) kan ook op de volgende wijze afgeleid worden.
In A ACB' is
B'C'=AB'cot o«
en in A AD'B’
BD' = AB'cot 8,
derhalve
a=DB'C'—B'D' = AB' (cot « — cot §),
gevende
. a sin a sin B

“ta—citB " wn(B—a)’
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derhalve
__ sinasinf
'—a;i_n—(ﬁ_——-a)-l-b' A )]
Voor p=90° gaat (2) over in
z—atanga 41,
zijnde weder formule (1) en werkelijk valt in deze onderstelling de
tweede baken DD’ samen met den voet van het te meten voorwerp.

Voorbeeld. Zij a =897, h=1"5,
o«=—2348'30", £ —56°1710";
men zal vinden '

AB =112=,595.

61. Is de voet van het voorwerp ongenaakbaar en kan de meting
niet in de richting van den voet plaats grijpen, dan kan men den
volgenden weg inslaan.

Men plaatst in eene willekeurige richting twee bakens C en D
(fig. 16), waarvan de afstand gemeten wordt. (De hoogte der bakens
zullen wij hier en in het vervolg buiten rekening laten, daar zij,
zooals wij gezien hebben, slechts bij de berekende hoogte behoeft
opgeteld te worden, om de werkelijke hoogte van het voorwerp te
verkrijgen). Uit elk der bakens meet men vervolgens den hoek,
waaronder de toren wordt gezien en den hoek tusschen den top des
torens en den anderen baken, dan heeft men een voldoend aantal
gegevens om de gevraagde hoogte te berekenen.

Zij namelijk
CD—a, AB;x, L ACB=—e«, | ACD=§, L ADB=4/,

L. ADC=¢,
dan is in A ACD
AC:AD:a—1sin ' : sin B :sin (B+F'),
" derhalve
AC=a € = AD=, _tnP
n(E+)’ - * iin (B+F)
Verder volgt uit de rechthoekige drichoeken ACB en ADB
AB=AC sin a=AD sin o'
of x=asz:naainﬂ’=a§z:ua’sinﬂ 3
wn@+8) ~ * inf+B) @
Uit deze uitkomst blijkt, dat de gemeten hoeken onderling niet
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onafhankelijk zijn, maar tusschen hen de betrekking bestaat
sin asin f' —sin o' sin B,

welke uit de figuur ook gemakkelijk kan afgeleid worden. Daardoor
zou men van de vier hoeken slechts drie behoeven te meten en den
vierden kunnen berekenen, doch het is beter al de hoeken te meten
en de betrekking als verificatie voor de juistheid der meting te
gebruiken.

De afstanden van de bakens tot het voorwerp worden gegeven
door de formulen

— . __ cosasinf
. CB_ACcosa_amIﬂ,-j,
_ i\ cosa sinf
DB = AD cosa’=a s (BB
62. Onder dezelfde omstandigheden kan de bepaling van de hoogte
ook op de volgende wijze geschieden.
Men plaatsi in eene willekeurige horizontale rechte lijn drie ba-
kens C, D, E (fig. 17), waarvan de onderlinge afstanden worden

gemeten ; vervolgens meet men de hoeken, waaronder het voor-
werp AB uit de bakens wordt gezien. Zij :

CD=a, DE=4, |_ ACB=«a, L ADB=§, L AEB=—y,

en laat men uit B eene loodlijn BF op CE neér, dan is in de drie-
hoeken CBD en DBE :
BC* —=CD* 4-BD* 4+ 2CD. DF,
BE: = DE3? -- BD* —2DE . DF,
of omdat
CB=zcota, DB—==2cot §, EB—==2cot v,
22 cot? a —a? - 22 cot® f + 22 DF
z? cot? y =52 -2 cot? f—26 DF
en hieruit DF eliminerende , komt er
z3(bcotra == acot? y) = (a--b) 2% cot® B—-+ab(a+-b)

gevende _
2=V pls a— (@+0b)cot? ftacotry = = @

Opdat deze uitdrukking bestaanbaar zij, moet de noemer positief
zijn en dit kan altijd verkregen worden door § grooter te nemen
dan a en 7. Daartoe moet deze hoek het dichtst bij, dus «en y ter
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wederzijde van de loodliin BF gelegen zijn. Op de volgende wijze
kan formule (4) voor de berekening met logarithmen geschikt ge-
maakt worden.

Schrijft men haar in den vorm

- ab (a—-8)
a(cot? y — cot3 B) 4 b(cot?a — cotd )
— ab(a -+ 8)
™ a(coty 4 cot B){cot y — cot B) —+ &(cot &~ cot B) (cot &« — cot B)
abla - b) sin? wsind B sind y

asind a sin (B-7) sin (B — y) —+ bsindy sin (£ - o) sin (8 — a)

a(a—-5) sin? w sind
sin(f—a)sin (8 —a)
asind o sin(B47)sin (—17p)
bsind ysin (B4 a)sin(f—a

_1+

Stellende nu
a sin? o sin (ﬂ+y)sm(ﬂ—r) = tang? 9
b sin3 y sin (B -+ ) sin (f —a) 4
sina 174 Nm(ﬂ+7)~’m(ﬂ—7)

of 4% 9= ny Y Seim (B o) sin(f—a)’
dan wordt
_ sind a sind B cos? ¢
z% = a(a -+ 8) sin (B 4 a) sin (ﬂ—“)
derhalve
T = sin a sin ﬂw' PV - (p.:(:):;zbzﬂ— )

waardoor ons doel is bereikt.
Stelt men de bakens C en E ter wederzijde op gelijken afstand van

de loodlijn BF, daa wordt ¢ =y en hierdoor gaat (4) over in de
veel eenvoudiger uitdrukking

ab
cot? a—cotd B

2=V

= msamvﬂ[/mﬂ_l_a)m(ﬂ_a)

B. Het bepalen van afstanden.

63. Om afstanden, die niet rechtstreeks Lunnen gemeten worden,
te bepalen, moet men meestal gebruik maken van hoeken, waaronder



96

twee plaatsen uit een zeker oogpunt worden gezien, dat zijn de
hoeken, gevormd door de lijnen uit het oogpunt naar die plaatsen
getrokken. Bij de berekening worden die hoeken ondersteld te zijn
gelegen in het horizontale vlak, zoodat zij tot dit vlak moeten her-
leid worden, wanneer de meting daarin niet heeft plaats gehad.
Deze kerleiding van een hoek tot den horizon , welke in de geodesie
herhaaldelijk moet tcegepast worden , kan op de volgende wijze vol-
bracht worden.

Zij ACB (fig.18) de hoek, die uit het oogpunt C in de ruimte is
gemeten en herleid moet worden, A'C de projectie van AC en B'C
de projectie van BC op het horizontale vlak, dan moet | A'CB’
worden bepaald. Daartoe meet men de hoeken ACC' en BCC', die
de lijnen AC en BC met de verticaal van C maken, waarvoor ook
de hoeken tusschen deze lijnen en hare projectién kunnen gemeten
worden, zijnde de complementen van de eerstgenoemden.

Stellende nu '

L ACB=e, _LACC'=4, LBCC' = en LACB'=¢p,
dan neme men op de lijnen AC, CB twee stukken Caz, C?, elk

gelijk aan de eenheid van lengtemaat en trekke de loodlijn ae’, 85’
op het horizontale vlak , zoo is

aa' = cos f Ca' =sin B
88’ = cos B’ Ct' =sin p
en in A a'CV
'’ = sin3B <= sin2f — sin B sin f' cos .
Trekkende verder ad evenwijdig aan a'®',
dan is
§d? = (cos f—cos B')3 == cos? B - cos? §' — 2cos B cos §',
derhalve
ab? = a'b'd 4-bd3 =2 — 2cos B cosf — 2 sin P sin §' cos p.
Maar in den driehoek C ab is tevens ab? —=2— 2c¢0s @, waaruit
door gelijkstelling dezer beide 'waarden voor 4? onmiddellijk volgt
cos a = g8in 3 sin ' cos @ - cos B cos §,
en alzoo ' }
cos & — cos P cos '
— o fmf )]

door welke formule de hoek @, dat is de horizontale projectie van
den hoek o, kan berekend worden. Wi; zullen echter in het vol-
gende hoofdstuk eene andere oplossing van dit vraagstuk geven,

€08 p =

\J
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afgeleid uit de bolvormige driehoeksmeting, en daarbij tevens eene
voor de logarithmische berekening meer geschikte formule ter be-
paling van den hoek ¢ mededeelen.

64. Om van eene plaats B (fig. 19), waar men zich bevindt,
den afstand tot eene zichtbare maar ontoegankelijke plaats C te
bepalen, is de volgende handelwijze de eenvoudigste. Men stelt een
baken op een punt A, dat van B genaakbaar en waaruit ook C
zichtbaar is, neet den afstand AB, benevens de hoeken waaronder
mer. uit elk der punten B, A de plaats C en het andere punt
ziet. Stellende

AB=—qa, |_ CAB=4¢, L CBA=3,
danis in A ABC:
AB:BC: AC=gsin (a + p): sin a: sin
gevende :
_ sin o . sin B
BC=a T E)’ AC=qa prararay S (6)
waardoor de afstanden van A en B tot C kunnen berekend worden.
Is men echter niet voorzien van instrumenten voor het meten van
hoeken . dan handelt men als volgt. In de richting van C naar B

plaatst men een baken B’ en evenzoo in de richting van C naar A
_een baken A’ en meet behalve AB —u« nog de afstanden

BB =4, AA'=%, BA'=¢, AB' =/,
dan zijn van de driehoeken ABB' en ABA’' de drie zijden bekend,
zoodat de hoeken kunnen berekend worden. Hieruit vindt men
aen f als supplementen van |_ BAA’en| ABB', en deze gesubsti-
tueerd in verg. (6) geven de gevraagde afstanden.

Voorbeeld. Zij a—38", b=286", & =60", ¢ =81" d'=97"
Men zal vinden BC = 91=,547.

65. Wil men den afstand bepalen van twee plaatsen A en B
(fig. 20), die beiden ongenaakbaar zijn, dan stelle men bakens in
twee punten Cen D, die onderling toegankelijk en van waar de
plaatsen A en B zichtbaar zijn, meet den afstand CD en wit elk
der punten de hoeken, waaronder de beide plaatsen en de andere
baken gezien worden. Zij

AB=gz, CD=s, L ACD—p, LBCD=—y, L ADC=r, |_ADB=:.

Nu zijn in elk dér driechoeken ACD, CDB bekend eene zijde CD,
met twee aanliggende hoeken; hierdoor verkrijgt men de lengte
der vier afstanden CA, CB, DA, DB, zoodat in elk der driehoeken

7
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ACB, ADB, ter berekening van den begeerden afstand AB, bekend
worden twee zijden met den ingesloten hoek.

Noemende de vier voormelde afstanden respectivelijk 4, d,, 4, , d,,
dan heeft men blijkbaar voor hunne waarden,

— sinr 3 —a sin (r - 8)
sin(pt+gqg+7)° 'V an(g4r+9)’

3. —a sin (p 4 q) 3. —a sin g )

YT sn(ptg+7)’ P sin (g7 +3)
Wil men nu de onbekende zijde AB door middel van J, 4, enden
ingesloten hoek p berekenen, zoo kan men, ingevolge de aanmer-
king op het IIle geval der scheefhoekige driehoeken (bladz. 78),

‘;_1_ =ty ¢ stellen, en de hoeken A en B bepalen door eene der

formulen
tg4(B—A)=1y(45° —g)cot } p
of HA+1p)=ty(455°+9)tstp,
waarin alzoo
ty o= ain(::+a')sin(p+q+r).
sin 7 sin (g4 r -4 8)

Eindelijk geeft de driehoek ACB

dsinp __ I, sinp

sinB ~ sinA

Gelijksoortige formulen vindt men ter berekening van « uit den drie-
hoek ADB.

Voorbeeld. Zj a=1T6"9. p=—1459'5. ¢=—25%16'25".
r=90025'40". s=36°54'50". Men zal vinden =—236",8823.

Aanmerking, De basis CD kan verschillende standen hebben ten
aanzien van de lijn AB, zoo als zulks afzonderlijk in de figuren 21,
22 en 23 wordt aangewezen. Na de hiervoren gegevene oplossing
zal het den leerling gemakkelijk vallen, voor elk dezer bijzondere
standen, de formulen te vinden ter berekening van den afstand AB
uit de vijf gegevens.

Onderstelt men den afstand AB (fig. 20) bekend , en even als in
het vorige vraagstuk de vier hoeken ACB, BCD, ADC, ADB ge-
meten , zoo kan hieruit den afstand CD door de volgende beschou-
wing bepaald worden.

Het is duidelijk dat, indien men op eene willekeurige lijn CD,
met behulp der vier gegevene hoeken, den vierhoek ABCD con-

r =
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strueert, deze figuur alsdan gelijkvormig zijn zal aan den vierhoek,
waarin de onbekende lijn CD met die willekeurige lijn , eene gelijk.
standige zijde is. Men kan alzoo, door middel der oplossing van
het vorige vraagstuk, den afstand AB berekenen, overeenstemmende
met eene basis CD gelijk aan de eenheid van lengtemaat. Vindt
men dus dezen afstand =—=d ellen, en is AB=—ua ellen, dan zal de
begeerde afstand CD == gevonden worden door de evenredigheid
dil=a:z,
a
d
Poorbedld. Zij a=50"75, p=—120418". ¢==27°1320".
r=20°16'24" en s=32°4'6". Men zal vinden +=—120",69217.

66. Van vier ontoegankelijke plaatsen A, B, C, D, (fig. 24) op
eene rechte lijn gelegen, sijn de afstanden AB en CD tusschen de beide
eerste en de beide laatste bekend. Indien men nu uit eenige standplaats
P, de drie gezichtshoeken APB, BPC, CPD, keeft kunnen waarnemen ,
2al men hieruit den afstand BC , tusschen het tweede en derde voorwerp,
200 wede de afstanden van ket punt P tot elk der vier plaatsen op
de volgende wijze kunnen berekenen.

Men stelle de drie gemeten hoeken =p, ¢, r; verder de bekende
afstanden AB, CD =a, 5, en den begeerden afstand BC =uz. De
in de figuur aanwezige drichoeken leveren de navolgende evenre-
digheden op:

waaruit 2 — — ellen.

a:BP—=gsinp:sin A
PB: 2 —sinC:sing
b :PD=sinr:sinC
PD: AD —sin A :sin(p+g+71).
Al deze evenredigheden met elkander vermenigvuldigende, komt er,
na weglating der gemeenschappelijke factoren, en stellende kort-
heidshalve p 4+ ¢+4-r—="F,

ab:x (e~ b+ x)=sinpsinr:sinqsin P,
dus 23 (a4 b))z —=ab X sin g sin P

sinp sinr

Zij s=}(a+ )y, dan verandert de laatste vergelijking in

4abd 8in g sin P
(4082 " sinp sinr

9 2=
Men stelle nu
2 ab sin q sin P

tga=—
g a0 sinpsinr

’

7‘
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dan komt er y+1=+seca

en y=—1tseco=tyatsle,

indien men zich namelijk, ter vermijding eener negatieve waarde

van y, bij het bovenste teeken bepaalt. Derhalve
r=4(a+b)tga.tyte.

Ter berekening der vier afstanden PA, PB, PC, PD, stelle men

in den driehoek APC, waarin de som der hoeken A en C =180° —

(r+9) =28,
A=g1Lg¢ en C=f—y,
dan volgt uvit de driehoeken ABP, BCP,
Bp — asin(B+w) _ zsin(f—0)

sin p " 8in g

sin(f—o) __asing __
sin(B+o@) xzsinp ty .
De afstand 2 door de hiervoren gevondene formule reeds bekend

zijnde, zoo zal hierdoor de hulphoek p insgelijks bepaald zijn.
Men heeft alzoo de evenredigheid

sin(B—o):sin(B+op)=tgp:1
of sinfBeosp:cosBsinpg=1Ftyp:1—tyu
dus lgp=1g(45°—u)Yy B,
zoodat al de hoeken in de figuur thans bekend zjn. Derhalve
pA= 2t (P+A)  pp_esind

sin p sin p
po—. (a+z)sin A _ zsin(p+A)

sin (p =+ q) sin g
PD— (at+b+a)sin A _ (b4 x)sin(p+A) __ bsinC
T sin(ptg4r) sin (g 4 1)  Tsinr

Voorbeeld. Zij a=589"8. bs=475"7. p=36°. ¢=27°.
r=18 , dan zal men vinden » = 455" 4.

C¢. Problemsa van Snellius.

67. Tot de merkwaardigste toepassingen van de driehoeksmeting
op de geodesie behoort het vraagstuk, dat hier te lande algemeen
onder den naam van problema van SNELLIUS, in het buitenland ook
onder dien van vraagstuk van PoTHENOT, bekend staat. SNELLIUS
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toch maakte gebruik van dit vraagstuk bij zijne bekende graad-
meting, ter bepaling van de grootte des aardbols, en bij alle latere
geodetische opmetingen is het van uitgestrekte toepassing gebleven.

Het vraagstuk komt neér op de bepaling van de ligging van een
vierde punt ten opzichte van drie reeds in kaart gebrachte punten
door middel van twee hoekmetingen.

Zign b.v. de onderlinge afstanden van drie plaatsen A, B, C (fig. 25)
bekend, dan is ket de vraag de afstanden van elk dezer plaatsen tot een
vierde in hetzelfde viak gelegen punt D te bepalen, wanneer men de
hoeken ADB en BDC waargenomen heeft, waaronder dese plaatsen #wee
aan twee uit het gemelde punt gezien worden.

Onderscheidene wiskundigen hebben hiervan in lateren tijd ver-
schillende oplossingen gegeven, waaronder echter de hiernavolgende,
welke van DELAMBRE afkomstig is, ongetwijfeld de voorkeur ver-
dient, daar zij voor de berekening met logarithmen het meest ge-
schikt is.

Wat de meetkundige constructie van dit vraagstuk betreft, zoo
kan men daarbij op twee verschillende wijzen te werk gaan. Eer-
stens is het gemakkelijk in te zien, dat, bijaldien men op de zijden
AB en BC van den gegeven driehoek ABC, cirkelsegmenten be-
schrijft, welke respectivelijk de hoeken ADB, BDC bevatten, alsdan
het snijpunt dezer beide segmenten, het begeerde punt D zal ople-
veren *). In de tweede plaats kan men aldus redeneren. Men on-
derstelle om. den driechoek ADC een cirkel beschreven, snijdende
de lijin BD in E, en trekke vervolgens de koorden AE, CE, dan
is, volgens de eigenschappen des cirkels

L ACE=|_ADB en L CAE=L BDC,

waaruit alzoo de navolgende constructie voortvloeit. Trek uit A eft
C twee lijnen, makende met AC twee hoeken. gelijk aan de gemeten
hoeken BDC, ADB, en elkander in E snijdende. Verleng BE on-
bepaald , en maak | ACD — |_ AED, dan zal het begeerde punt D
bepaald worden door de snijding der lijnen BE en CD. Men zoude
te dien einde insgelijks uit A de lin AD hebben kunnen trekken.
zoodanig dat | CAD — |_ DEC zij. Deze constructie, waarbij, gelijk
men ziet, geene cirkelsegmenten behoeven beschreven te worden,
levert de gemakkelijkste graphische oplossing van het problema op.
Wij gaan thans tot de trigonometrische over.

*) In onze figuur is deze constructie wegens hare eenvoudigheid niet
unitgevoerd.
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Daar de ligging der drie punten A, B, C gegeven is, kan men
hierbij als bekend aannemen: AB=—a, BC=6 en | ABC=u¢;
wijders L ADB—p, |_BDC=y¢, L BAD==, L_BCD.._.y, en de
onbekende afstanden DA, DB, DC=4, 4,, d,.

De driehceken BAD, BDC geven de evenredigheden

a:0, =sinp:sinz,
b:0,—sing:amny,
asinx 6smy

dus 9, = sinp = sing ’

waaruit volgt :
sinz.siny—bsinp:asing.

Stel asing =ty ¢, dan verandert de voorgaande evenredxgheld in

bsinp
sinz:isiny=1:1y ¢,
dus sinzxtsiny:sing —siny=1-4typ:1 —ty¢
of tgt(@+y):ty(e—y)=1:%(45° —9),
en ty{-(z—y):tg(%"—4p)ty,}-(a:+y).

Nu is in deze vergelijking } (# 4 y) bekend ; immers, in den vier-
hoek ABCD heeft men :

a+p—+g+z+y=2360°,

derhalve Hz+9) =180 — L (e +p+¢).
Zij nu kortheidshalve 180° — {(a—+p—+¢) =3,

~ dan is te+y)=8. .

De oplossing van ons vraagstuk is derhalve vervat in het navolgende
stelsel formulen :
. asin g

tycp:bmp S TR | §)
=1+ =180°—L(atp+q) .. . . (@
tri(@—y)=tyftyy(B°—g) . . . . . (3
e=f+tEr—9), y=F—}(e—y . %
§ —asin(p+a) )

in g e

asing __ bsiny
6‘—m—-m. « e e e (6)
s, =ty g
8t q

waardoor de onbekenden met behulp der logarithmen gemakkelijk
kunnen berekend worden.
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Is de driehoek ABC door zijne drie zijden gegeven, dan zal men
daarenboven de hoeken A en C kunnen berekenen. De hoeken z en y
volgens de voorgaande formulen bepaald zijnde, zoo heeft men
hierdoor in den driehoek ADC bekend de zijde AC=r¢. en de beide
aanliggende hoeken # — A, y — C, waaruit dus de afstanden 4, d,
nog kunnen bepaald worden door de formulen

—csin(y—C) 5 __csin(z—A)

T sin(p4g) T 7T sin(p+g) ]
strekkende gelijktijdig tot proef op de juistheid der volgens form. (5)
en (7) berekende waarden dezer afstanden.

Poorbeeld. Zij a=—=2817T"1. t—=3033".8. ¢=3250".4. p==100°9'20".
g=117°14'25". Men zal vinden ¢ =1776",38. J, — 189554 en
8, =1654m99.

68. Aanmerking. In de voorgaande oplossing is het standpunt D
buiten den driehoek ABC, en wel binnen den hoek B aangenomen.
Dat punt kan intusschen ten aanzien der drie bekende punten A, B, C
op verschillende wijzen gelegen zijn, welke tot zoo vele verschillende
gevallen van oplossing aanleiding geven, die echter allen, met in-
achtneming der teekens van de goniometrische vormen, in de hier-
voren gevonden formulen bevat zijn , en waaromtrent wij het niet on-
dienstig geoordeeld hebber, hier in eenige bijzonderheden te treden.

Ie Geval. Onderstellen wij in de eerste plaats dat het punt D
zich juist in de richting der lijn AC bevinde. In dat bijzonder
geval zal men hebben:

p+g=1800,
dus $(@+y)=F=9N—1e

tyrp::%. 19} (& —y) =tg (450 — @) cot } .

De hoeken z en y zijn hier niets anders dan de hoeken A en C
des driehoeks ABC. De formulen ter berekening der drie afstan-
den d, d,, J, blijven dezelfde als voren.

Ile Geval. Indien het puntD valt in het verlengde van BA (fig. 26),
moet in het stelsel formulen p» — 0 gesteld worden.

Hierdoor wordt ¢ =900, 2—=180°,

3, =DB=3 (e +9)

T sng

—DC—3 fire
9, =DC= sing’

welke uitkomsten uit de figuur onmiddellijk kunnen ontleend wor-
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den. Het punt A vervalt hierbij geheel, zooals ook uit den aard
der zaak blijkt, tenzij de afstanden BA en CA moeten dienen om o
te berekenen.

Ille Geval. Zij het punt D binnen den driehoek ABC (fig. 27)
gelegen. De hoeken ABD, BDC worden alsdan stomp. Vervangt
men deze door hunne supplementen, zoo heeft men

f=1lk+y)=1t(r4q¢—0)
De waarden van d en J, worden thans
§ — a sin (p — ) 3 __ bsin(g—y)
sinp T Tsing
terwijl de overige formulen geene verandering ondergaan.

IVe Geval. Het punt D ligge binnen den hoek A’CB” (fig. 28).
De hoeken DBC en BDC worden bij dien stand der lijn BD blijk-
baar negatief, terwijl de hoek y zal moeten vervangen worden door
360° — y, zoodat men heeft, in plaats der form. (2):

(2 +560° —y)=180° — }(a+p —yg)
of ty—2)=1(c+p—9g)

De hoek ¢ tegelijk met ¢ negatief wordende, zoo verandert de
form. (3) in

-t i(e+y—3600) =ty {(z—y+360°) & (45° + 9)

of ty }(y+a) =1ty } (= —y)ty (45° + ¢).
De formulen ter bepaling van &, 4, , d, blijven dezelfde. Immers,
daar sin (g -+ y) overgaat in 8in (360° — y — g) = — sin (g—4y), zal de

breuk MT(Z»:—-;!/) hierdoor geene verandering ondergaan.

Ve Geval. Bevindt zich het punt D binnen den hoek BAC, dan
zal de hoek y wederom te vervangen zijn door 360°—y, en daarbij
de hoek ¢ als hegatief moeten in rekening gebracht worden, waaruit
dus dezelfde formulen als voor het IVe geval ontstaan.

Men zou echter even goed den hoek y als negatief kunnen beschou-
wen, en daarbij ¢ vervangen door 360°—g. Hierdoor verkrijgt men

tHz—y)=4@g—r—09)
en ty}(@+4y)=tg}(z—y)ty (45° + )
als zijnde ¢ thans insgelijks negatief geworden, terwijl de overige
formulen geene verandering ondergaan, hetgeen met de uitkomsten

voor het IVe geval verkregen, geheel overeenstemt.
VIe Geval. Bij de ligging van het punt D binnen den hoek A"BC’,
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veranderen de hoeken p en ¢ in hunne supplementen terwijl zeny
elk negatief worden. Hierdoor heeft men

B=—1(r+y)=180°—§(a+360° —p—y)
of te+y)=4(@e—r—y9)
en i (r—y)=tg§(z+y)tyg(45° —9)

- zonder dat de overige formulen hierdoor eenige wijziging ondergaan.

Men kan dit geval ook onmiddellijk tot dat van fig. 25, waarop
onze formulen gegrond zijn, terug brengen, door slechts te onder-
stellen dat het hoekpunt B des driehoeks ABC beneden de lijn
AC valle, als waardoor e in 360° — & overgaat, en dus % (z4-1v)
in & (e-—p—ygq), even als hiervoren.

VIIe Geval. Het punt D zij binnen den hoek ACB gelegen. De
hoek » wordt alsdan negatief, terwijl » verandert in 3600 — p,
waardoor

tyg—2)=4(p—g—0)
en tgi(z4y)=tg}(z—y)ly (45° 4+ ¢).

Dit geval is blijkbaar gelijkvormig aan het Ve, en kan daaruit afge-
leid worden door verwisseling van 2 in y, van ping en van ainé.

VIII: Geval. Ligt eindelijk het punt D binnen den hoek B'AC",
dan wordt p negatief, en z verandert in 360°—z. Men heeft alzoo

$(3000 — o+ y) =180 —§ (a—p+)
of te—y=i@—r+9
en tyf(zyj="t94(y—2)ty(45°+9),
even als zulks onmiddellijk uit het IVe geval had kunnen afgeleid
worden, door eene gelijksoortige onderlinge verwisseling als hier-
voren in het VIIe geval.
In elk dezer gevallen blijven de formulen ter bepaling van 4, 4, , 9,
insgelijks van toepassing.
IXe Gevac. Onderstellen wij nog, dat de drie punten A, B, C
op eene rechie lijn gelegen zijn, waardoor «=180°. Men heeft alsdan
ter bepaling der hoeken xen y,

=}(@@+y)=90°—1{p+9
__asing 1 (g ) =< 19 (45°—9)
tg¢_bsin_p’ il—y)= lgi(p+9q)’
terwijl de formulen voor J, 4,, J, ook hier zonder eenige verande-
ring kunnen gebruikt worden.
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69. Het problema van SNELLIUS is voor de volgende uitbreiding
vatbaar.

Drie punten A, B, C, (fig. 29) in ligging gegeven zijnde, heeft men
uit twee andere in hetzelfde vlak gelegen punten D, E, de koeken ADB,
BDE, DEB, CEB waargenomen ; men vraagt hoedanig de plaats dezer
beide laatste punten ten aanzien der drie gegevene punten door bereke-
ning kan worden bepaald.

Men stelle AB—«, BC=14, |_ ABC=B, en neme dezegroot-
heden als bekend aan; zij voorts | ADB—=1«, L BDE=2§,
L BED=y, L BEC=1J, en de onbekende hoeken BAD, BCE
=zeny.

De drichoeken ADB, BDE, BEC geven de evenredigheden:

:DB=sinea:sine
DB.BE_amy.smﬂ
BE: b =siny:sind,
waaruit door vermenigvuldiging ontstaat
a:b==sin asinysiny:sinzsinfsind,

of sin x 2 8in y = b sin a sin y : a sin B sin 8.
__asinfsind
Men stelle tg p— Tsinasing’
dus sima -t siny:sinz—siny—=1-+tgp:1—ige
of, tyi(aty9):tydle—y)=1:1y (4°—9)

tg}(a—y)=1tg (45° —9) g § (= +9)-
Nu is 4 (z +y) bekend, vermits in den vijfhoek ABCED,
z+y+a+ﬂ+y+6+B=540°,
dus 1 (2 +y)=270°— —1(e+B+7+04+B)=p.
De oplossing van dit algemeene vraagstuk is alzoo vervat in het
navolgende stelsel formulen:

__asunPsind
fg‘l’-— bm . . . . . . . (8)
typ(e—y)=tg(BB° —o)tgp . . . . . (9"
z—=p+i(@—y), y=w—%if@—y) . . . .(10)

a sin (w—l—a) __asinz

DA= sin o DB= $in o

bsiny . bsin (y -+ 9)

BE= “sind’ EC= sind [ ¢ (11

on

DE=BD sin (B4 7) — B sin (ﬂ + 7)
siny

Tsin B
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welke formulen in die van het voorgaande vraagstuk overgaan, zoo-
dra men de punten D, E in elkander doet vallen, en dus 4 y=180°
of sin = sin y stelt. Zulks zal eveneens plaats hebben, indien het
punt D op de lijn AE gelegen, en dus e+ #—180°? is, of ook
indien het punt E op de lijn DC gelegen, en dus y-+-J=180° is.

Voorbeeld.  Zij a = 4567*.  $=39985. B =—=11327'30".
a=39027'20". B=—650839". y=T4049'50". I—233955'10".
Men zal vinden '

AD = 457932, BD="T054"478, EC=3991"486,
BE = 6632903, DE = 4701",615.

70. De meetkundige constructie van dit vraagstuk laat zich ge-
makkelijk tot die van het voorgaande terug brengen.

Men trekke namelijk door de uiteinden D en E eener willekeu-
rige lijin DE (fig. 30), twee lijnen onder de hoeken fen 7, elkander
in B snijdende, verder nog twee andere lijnen EC, DA, makende
met BE en BD de hoeken & en «. Verlengt men nu die lijnen tot
aan hare ontmoeting in Q? dan is de vierkoek DBEP gelijkvormig
aan den overeenkomstigen vierhoek van fig. 29, en dus zijn hier-
door bekend de hoeken p en ¢, waaronder A, B, C uit het punt P
worden - waargenomen. Dit laatste punt nu bepaald zijnde volgens
de constructie van het problema van SNELLIUS, zo0o vindt men
verder de punten D en E, door uit B lijnen te trekken, makende
met BP, de hoeken PBD en PBE van fig. 29.

Aanmerking. Dit vraagstuk kan insgelijks, ten aanzien van de
onderlinge ligging der hoekpunten van den vijfhoek, tot vele bij-
zondere gevallen aanleiding geven, waarvoor echter steeds dezelfde
formulen gelden, met inachtneming slechts der veranderingen,
welke de teekens der goniometrische vormen zullen ondergaan , indien
eenige der hoeken van de figuur negatief of grooter dan 480° wor-
den. Na de uitvoerige behandeling van het problema van SNELLIUS
mogen wij het onderzoek der hierbedoelde gevallen den lezer ter
eigen oefening overlaten.

71. Eindelijk kan het problema van SNELLIUS nog de volgende
wijziging of uitbreiding ondergaan.

Drie punten A, B, C (fig. 31) in ligging bekend zijnde, zoo heeft men
de beide eerste wit een vierde punt D, onder den gezicktshoek ADB
waargenomen. Om ket derde punt C te kunnen zien, is men verplicht
geweest in de richting BD fot in E terug te gaan, en heeft men aldaar
den hoek BEC waargenomen. Zoo nu terens de afstand DE bekend is ,
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eraagt men hier uit de ligging der punten D, E ten aanzien van den
driekoek ABC te bepalen.

Oplossing. Men stelle AB—q, BC=5, DE—=24, de bekende
hoeken ABC, ADB, BEC —«, p, ¢. Nu is blijkbaar de som der
hoeken BAD, BCE —=360° — (e +p + ¢).

Zij pu f—180° — } (a+p—+¢), dan kan men |_ BAD=f-+4=z en
| BCE=p—=z stellen. Uit de drichoeken ADB, BEC volgt nu

BD— 2% +3) o BE—#nf—2)

sin p sin g
Men heeft derhalve, ter bepaling van «, de vergelijking
b sin(f—gx)  _sin(f+2)__,

sin g sinp
Zii __asing o
ity 9=, dan verandert de voorgaande vergelijking in
(1—ty @) sin Bcosz — (1 4ty @) cos B sin & = 6&;1'; g

Men stelle verder

ol =y 5 — o)y b=wn,

dan komt er

L d sin g
tyucosx mnz_mm
Lo 38 sin g cos p cos @
of sin(p—az)= FeosBoon (859 —g) 72" " 12)

welke formule tot de logarithmische berekening zeer geschikt is,
en voor den hoek g — & twee verschillende waarden zal opleveren,
die elkanders supplementen zijn.

Heeft men dus gevonden sin (u — ) =%, dan volgt hieruit

2==p— bhgsink
en &= p— Bysin k—1800°,

terwijl de vier afstanden DA, DB, EB, EC bepaald worden door
de formulen

DA= 2in(p+B+2)  pp_asin(f+z)
sinp . stn p
CE = b sin (B+q— 2)

sin g

“BE — b%in (68— a)

b o
sin g
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. De form. (12) toont aan dat het vraagstuk slechts voor ééne op-
lossing vatbaar is, zoodra de gegevens zoodanig zijn dat de breuk
'k gelijk aan de eenheid wordt. Bevindt men echter £#) 1,-dan
blijkt hieruit, dat de gegevens met het vraagstuk onbestaanbaar
ziin. In elk ander geval zullen er twee bijzondere standen der lijn
- DE met de gegevens overeenstemmen, gelijk zulks door de navol-
gende meetkundige constructie nader bevestigd wordt. A
72. Men beschrijve op AB en BC (fig. 32) twee cirkelsegmen-
ten, welke respectievelijk de hoeken p en ¢ kunnen bevatten, dan
laat zich gemakkelijk uit de figuur opmaken, dat het problema
hierop nederkomt, om wuit het snijpunt B eene koorde BE
te trekken, zoodanig dat het stuk DE, tusschen de beide cirkel-
omtrekken bevat, de gegeven lengte 8 hebbe. Te dien einde trekke
men uit C de lijn CF onder den hoek BCF—p, en beschrijve
verder op de lijn FA een cirkelsegment kunnende den hoek p
bevatten. Nu make men in dat segment de koorden FG, Fy,
elk gelijk aan de lijn &; trekke uit A, de lijnen AG, Ay, snij-
dende het op AB beschreven cirkelsegment in de punten D en d,
en vereenige B met D en met 4, dan zullen hierdoor dé twee
standen der lijn BE bepaald zijn, die aan de gegevens voldoen.
Immers, daar | FEB—= | FCB—p=|_ ADB=|_FGD, zoo
is de vierhoek FEDG blijkbaar een parallelogram, en dus DE—=
FG=24. Hetzelfde bewijs geldt voor de tweede lijn dBe.
Is de gegevene lijn d juist zoo lang als de middellijn des cirkels
op AF als koorde beschreven, dan vereenigen zich beide lijnen
' BE, Be, even als de lijnen FG, Fg, tot eene enkele, in welk geval
het vraagstuk slechts ééne oplossing toelaat. Is echter die-lijn &
grooter dan de middelliin van genoemden cirkel, dan strekt zulks
ten bewijze dat de gegevens onderling onbestaanbaar zijn.
Ziehier nu ter toepassing een voorbeeld in getallen.
Zij a="T185" b =414". a =117041'26". p==50030". ¢—=17945'.
4=2306". Men zal voor de eene oplossing vinden

"BD =1003~,739, BE =—=1309",739, AD =510 ,553,
CE =1356",758,

en voor de andere oplossing:

BD =582",077, BE =888",077, AD=—1014",058,
- CE =532",601.

Aanmerking. Dit vraagstuk, hetwelk bij de onderstelling van =0,
in dat van SNELLIUS overgaat, is even als het voorgaande voor
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velerlei belangrijke beschouwingen vatbaar, ten aanzien van de
onderlinge ligging der vijf punten. Ons bestek niet toelatende
dienaangaande in bijzonderheden te treden, zoo vermeenen wij
den weetgierigen lezer te moeten verwijzen naar de FPerzameling
van voorstellen , uitgegeven door het Wiskundig Genootschap : Een
onvermoeide arbeid komt alles te toven, 1815. II deel, bladz. 128
en 205, alwaar de beide laatste vraagstukken op eene meer uitvoe-
rige en leerzame wijze behandeld worden.



DERDE HOOFDSTUK.

BOLVORMIGE DRIEHOEKSMETING.

§ XIL
Algemeene beschouwing der bolvormige driekoeken.

73. Indien men op het oppervlak van een bol drie punten A, B
en Cnaar welgevallen neemt, en deze door bogen van groote cirkels
vereenigt, dan ontstaat hieruit een bolvormige driehoek ABC(fig. 33),
waarvan de inhoud bepaald wordt door dat gedeelte van het opper-
vlak des bols, hetwelk binnen de drie gemelde bogen besloten is.
Zij M het middelpunt van dezen bol, waaruit de stralen MA, MB,
MC naar de drie hoekpunten des driehoeks getrokken zijn. De -
hierdoor gevormde drievlakkige hoek is blijkbaar samengesteld uit
drie zijvlakken of hoeken AMB, AMC, BMC, welke respectievelijk
de bogen of zijden AB, AC, BC van den driehoek tot maat zullen
hebben. :

Onder de hoeken eens bolvormigen driehoeks verstaat men de
standhoeken tusschen twee der zijvlakken van den drievlakkigen
hoek , welke in het middelpunt des bols gevormd wordt. Aldus
is bijv. de hoek CAB niets anders dan de standhoek der zijvlakken
CMA, BMA, wiens grootte bepaald wordt door den hoek, begrepen
tusschen de beide raaklijnen, die men in het punt A aan de bogen
AC, AB kan trekken; hetwelk eveneens geldt van elken der twee
asverige hoeken Ben C. Bij deze wijze van beschouwen der op den

bmol beschreven driehoeken wordt tevens stilzwijgend aangenomen ,
d_at elk der drie bogen minder dan 180° bedraagt.
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74. Elke bolvormige driehoek bevat zes onderscheidene samen-
stellende deelen of elementen, welke noodzakeljk zoodanig met
elkander verbonden zijn, dat drie derzelve voldoende zijn ter bepa-
ling van elk der drie overigen. De bolvormige driehoeksmeting
heeft hoofdzakelijk ten doel de betrekkingen op te sporen, welke
tusschen de bekende en de onbekende elementen des driehoeks
bestaan, ten einde hieruit de regels af te leiden, ter berekening
van deze onbekenden in elk der onderscheidene gevallen.

Van belang is het hier te doen opmerken, dat, aangezien deze
zes elementen geene andere zijn, dan de drie standhoeken der
zijvlakken, en de drie hoeken gevormd door de ribben des drie-
vlakkigen hoeks, zij geheel onafhankelijk zijn van den straal des
bols. Zij worden steeds door graden uitgedrukt, en bezitten alzoo
slechts eene betrekkelijke waarde.

75. In de meetkunde der vlakken wordt betoogd dat de som
der hoeken, waaruit een drievlakkige hoek samengesteld is, minder
dan 4 R of 360° bedraagt, zoo mede dat de som van twee dezer
hoeken altijd grooter dan de derde hoek is. Deze beide eigenschap-
pen op den bolvormigen driehoek overgebracht, leeren ons dat

10, AB + AC+ BC< 4R, en

2°. AC-+ AB > BC; AC+4 BC > AB; AB 4+ BC > AC;
dat is, in woorden uitgedrukt:

19, De som der drie zijden cens bolvormigen driekoeks bedraugt altijd
minder dan 4R.

29, De som van twee der zijden is altijd grooter dan de derde zijde.

76. Wanneer men twee zijden AC, AB des driehoeks ABC
(fig. 34) tot aan hare ontmoeting in A’ verlengt, dan zullen, zoo
als bekend is, de bogen ACA’, ABA' elk gelijk aan 180° zijn, en
L A’=L_A. De hieruit ontstane driehoek A'BC heeft alzoo met
den eerstgemelden eene gemeenschappelijke zijde BC en een gelijken
overstaanden hoek , terwijl de beide overige zijden en hoeken -de
supplementen zijn van de overeenkomstige elementen in den drie-
hoek A'BC. Uit dien hoofde wordt de driehoek A'BC de supplements-
driehoek van den anderen genaamd, eene benaming die ook weder-
keerig geldt. Op elke der drie zijden eens driehoeks laat zich een
dusdanige supplements-driehoek beschrijven. Past men nu de eerste
der hiervoren vermelde eigenschappen op den supplements-driehoek
A'BC toe, dan komt er

A'C+ AB+ BC < 4R;
dat is 2R —AC+2R— AB+BC < 4k,
of AC+4 AB > BC,
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waaruit blijkt, hoedanig zich de tweede der bedoelde eigenschappen
gemakkelijk uit de eerste laat afleiden.

De boog DE uit een der hoekpunten A, A’ als pool met een straal
gelijk aan de koorde des kwadrants beschreven, zal de maat van
den hoek A zijn, uithoofde de bogen AD, AE, elk 90° zjjnde, de
stralen MD, ME loodrecht op de middellijn AA’ des bols staan, en
dus | DME den standhoek der vlakken DAM, EAM voorstelt.

71. Behalve den supplements driehoek beschouwt men in de bol-
vormige driehoeksmeting nog den pool- of aspunis drichoek. Deze
laatste ontstaat door de snijding_van drie bogen van groote cirkels
A'C, B'C, A'B’ {fig. 35), uit de drie hoekpunten A, B, C als po
len beschreven. De driehoek A'B'C’' wordt alsdan de pooldriehoek
van ABC genaamd, en bezit de belangrijke eigenschap dat zjjne
drie zijden en hoeken respectivelijk met de supplementen der oversiaande
hoeken en zijden des gegeven driekoeks overeenkomen. Zie hier het
betoog dezer eigenschap.

Men verlenge de drie zijden AB, BC, AC, (welke hier ondersteld
zijn elk kleiner dan een kwadrant), tot op die des pool-driehoeks,
dan zullen de bogen Ac, Ad, Be, Bf, Ca, Ct, blijkbaar elk 90° zijn,
terwijl de hoeken A, B, C tot maat zullen hebben de bogen c7, ef -
en ab. Verder blijkt uit deze constructie ten duidelijkste, dat de
hoeken in 4 en ¢ recht, en dus de bogen A'e, A's elk gelijk 90°
zullen zijn; waaruit volgt, dat het hoekpunt A’ wederkeerig de pool
is van den overstaanden boog BC, en op gelijke wijze, dat B', C' de
polen zijn der overstaande bogen AC, AB. Nu is klaarblijkelijk

A'6+B'a=180°,
of wel A'B' 4 ab =1800,
en aangezien «» de maat is van den hoek C, zal A’B’ =180° —C,
of het supplement van den overstaanden hoek C zijn. Op gelijke
wijze betoogt men dat
. B'C'=180° — A, en A'C'=180° —B.
De bogen Be, Cb, elk een kwadrant zijnde, zoo heeft men
_ Be + Cb = BC +b¢ == 1809,
maar de boog e de maat van den hoek A’ voorstellende, zoo volgt
hieruit A’=180—BC, en op gelijke wijze B’'=180°— AC,

C’'=—180° — AB, waardoor de genoemde tweeledige eigenschap be-
wezen is.

Bijaldien eene of twee zijden des driehoeks grooter dan een kwa-
- drant mochten zijn, gaat de eigenschap even goed door, waarvan
8
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men zich door eené bijzondere daartoe betrekkelijke figuur gemakkelijk
zal kunnen overtuigen. Het geval waarin elke der drie zijden > 90°,
wordt reeds door onze figuur zelve betoogd, dewijl A'B’C’ zulk een
driehoek, en ABC 1zijn pool-driehoek voorstelt. Vereenigt men
voorts de hoekpunten C, C’ door een boog des grooten cirkels,
snijdende de zijden AB, A'B’ in de punten D, D', dan zal het viak
van dien boog, uithoofde C de pool van A’ B’ is, tegelijkertijd lood-
recht staan op de zijden AB, A'B’. en omdat C'D —=CD' =900,
zoo volgt hieruit tevens

C'D 4+ CD' = CD + C'D' =180¢°.
De loodreckte bogen in beide driekocken zijn dus mede elkanders sup-
plementen. Uit het hiervoren betoogde kan men nu onmiddelljk

de beide volgende eigenschappen der bolvormige driehoeken aflei-
den, namelijk:
19. De som der drie hoeken is altijd > 2R en { 6R.
20, De som van twee der hoeken verminderd met den derden hock
is altijd { 2R.
Immers heeft men in den pool-driehoek (n°. 75)
B'C' 4+ A'C'+ A'B' (4R

dat is  ° 2R—A+2R—B+2R—C { 4R
of A+B+4+C > 2R,
en daar elk der dme hoeken ¢ 2R, zal ook

A+ B+ C <6R

moeten zijn.
Voorts heeft men in denzelfden driehoek

BC' 4+ A'C'> A'B
of wel 2R—A+2R—B>2R—C
dat is A4+B—-C<2R.

Het zal later blijken welk hulpmiddel de beschouwing zoo des
pool-driehoeks als der supplement-driehoeken oplevert, tot opspo-
ring der betrekkingen tusschen de elementen eens bolvormigen drie-
hoeks bestaande.

78. Even als de vlakke drichoeken worden ook de bolvormige
in rechthoekige en scheefhoekige drichoeken onderscheiden. Wanneer
twee der zijvlakken BMC, AMB (fig. 33) op elkander loodrecht staan,
zal de hoek B recht zijn, en ABC een rechthoekige bolvormige drie-
hoek genaamd worden. De beide overige hoeken A, C kunnen als-
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dan zoo wel scherp als stomp zijn (n°. 77), en worden met den
naam van scheve hoeken bestempeld. Staat de ribbe MC tevens
loodrecht op het vlak MAB, dan is ook de hoek A recht, en de
zijden AC, BC zullen elk een kwadrantzijn. Daarenboven kan nog
de hoek Crecht zijn, als wanneer men een driehoek met drie rechie
hoeken verkrijgt, waarvan elke zijde een kwadrant is, terwifl het
oppervlak van zoodanigen driehoek het achtste gedeelte van dat des
bols bedraagt. Is geen der hoeken recht, dan wordt de driehoek
een scheefhoekige genaamd. ’

79. Onder een gelijkbeenigen bolvormigen driehoek verstaat men
een zoodanigen, waarvan twee zijden even groot zijn.” De hoeken
aan de basis zullen alsdan insgelijks aan elkander gelijk zijn. Om
zulks te betoogen, zoo stelle ABC (fig. 36) zulk een driehoek voor;
laat de basis in het punt D midden door gedeeld, en B met D door
den boog eens grooten cirkels vereenigd worden. De driehoeken
ABD, BDC, wier zijden elk in het bijzonder aan elkander gelijk zijn,
zullen alsdan gelijke hoeken hebben. Zulks volgt onmiddellijk uit
de in de meetkunde betoogde eigenschap dat, wanneer de zijvlak-
ken van twee drievlakkige hoeken elk in het bijzonder aan elkan-
der gelijk zijn, de overeenkomstige standhoeken dezer vlakken mede
aan elkander zullen gelijk zijn. Het vlak van den boog BD deelt
alzoo den tophoek midden door, enzal, omdat |_ADB =|_BDC,
loodrecht op den boog AC staan. De driehoeken ADB, BDC zijn
derhalve beide rechthoekig in D. Omgekeerd volgt nu ook terstond
uit de beschouwing des pool-driehoeks, dat elke bolvormige drie-
hoek gelijkbeenig is, wanneer twee zijner hoeken even groot zijn.

In elken bolvormigen drickoek staat de grootste zijde teyenover den groot-
sten hoek, en ook omgekeerd. Laat,om zulks te betoogen, in fig. 37
L. C> L A ondersteld worden, dan kan men door het hoekpunt C
den boog CD zoodanig trekken, dat | ACD = |_ DAC zij, als wan.
neer de driehoek ADC gelijkbeenig zal zijn. Nuis in den driehoek
BDC, CD + BD > BC (n°. 75), dus zal AD+ BD of AB > BC.
Het omgekeerde der eigenschap wordt op gelijke wijze als bij de
vlakke driehoeken betoogd , kunnende zulks onmiddellijk met behulp
des pool-driehoeks geschieden.

Passen wij dezoo even betoogde eigenschap op den supplements-
driehoek ABC /fig. 34) toe, dan zal, in de onderstelling van BC >
AC, ook |_ BAC> |_ ABC zijn, dat is indien BC > 2R — A'C o¢
BC+-A'C > 1809, zal tevens |_ CA'B=|_ CAB > 180° — | CBA"
of L CAB—+[_CBA’>180°. Had men BC< AC ondersteld,
dan zou elke dezer sommen -~ 180" -bevonden zijn; waaruit wij

8.
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deze nieuwe eigenschap des bolvormigen driehoeks leeren kennen,
dat de som van twee der hoeken grooter of kleimer dan 180° is, naar
dat de som der overstaande zijden grooter of kleiner dan 180° is, en
200 ook omgekeerd; eene belangrijke eigenschap , welke, gelijk wij hierna
zullen zien, een geschikt kenmerk oplevert om bij de oplossing van
enkele gevallen , spoedig te doen beslissen of een der elementen scherp
of stomp moet genomen worden.

Zie hier twee gevolgen, welke zich uit de beide laatste eigen-
schappen onmiddellijk laten afleiden.

Indisn de som van twee zijden > 180°, zal de hoek over de groolste
dezer zijden altijd stomp, en ook de zijde over dem grootsten der beide
hoeken gelegen , stomp zijn. Indien de som van twee sijden << 1809,
zal de hoek over de kleinste dezer zijden altijd schery, en ook de zijde
over den kleinsten der beide hoeken scherp zijn.

Na deze algemeene eigenschappen der bolvormige driehoeken ver-
klaard te hebben, gaan wij over tot het onderzoek der betrekkin-
gen, die tusschen hunne hoeken en zijden bestaan, en tot de op-
lossing der onderscheidene gevallen moeten strekken.

§ XIIIL.
Afleiding der grondformules.

80. Daar een bolvormige driehoek even als een drievlakkige hoek
in het algemeen door elke drie zijner elementen is bepaald, zullen
de formulen, die de betrekkingen tusschen de elementen uitdruk-
ken, minstens vier dezer grootheden moeten bevatten, zoodat door
elke betrekking een onbekend element uit drie gegevene kan op-
gelost worden. De zes elementen van den driehoek kunnen op
vijftien manieren, vier aan vier, gecombineerd worden, zoodat er
vijftien betrekkingen tusschen de verschillende elementen des drie-
hoeks, vier aan vier moeten bestaan, opdat het mogelijk zal zijn
uit elke drie gegeven elementen de drie andere onafhankelijk van
elkander te berekenen. Deze vijftien betrekkingen worden genoemd
de gromdformuien ; zij bevatten in hare verschillende samenstellingen
de oplossing van alle vraagstukken, die in de bolvormige drie-
hoeksmeting kunnen voorkomen. Met hare afleiding zullen wij ons
in de eerste plaats bezig houden.

81. Zij ABC (fig. 38) een bolvormige driehoek, O het middel-
punt van den bol, waarop hij is beschreven; trekken wij dan in
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een der hoekpunten A raaklijnen tot de cirkelbogen, die in dat punt
samen komen, waarvan de eene AD de ribbe OB in D en de an-
dere de ribbe OC in E snijdt, zoo is |_ DAE de bolvormige hoek
A en tevens de standhoek der vlakken BOA en COA. Stellen wij
den straal des bols gelijk aan de eenheid, dat geschieden kan, om-
dat hij de straal is van alle groote cirkelbogen, dus ook van hunne
goniometrische grootheden, en noemen als in de vlakke driehoeks-
meting de zijden met de kleine letters der overliggende hoeitpun-
ten, dus

boog AB=|_ AOB=c¢

boo; AC=|_ AOC=1%

booy BC = |_ BOC =g,
dan is in den rechthoekigen drichoek OAD,

AD =tang c, OD = sec c;

evenzoo is in A AOE
AE = taﬁy b, OE = secb.

Verder isin A DAE en A DOE
DE? = AD*+ AE* —2AD.AKcos A
= 0D2 4-OE? — 20D.OE cos a

dat is door substitutie der voorgaande waarden,
tang3c - tang3b — 2 tang c tany bcos A ==sec3 c-}-sec3b~—2secc secbcos a

of, omdat secta =1 - tang3a,

—2tang clang bcos A= —2sec csecbcosa,
sec ¢ sec bcos a =1 - tang c tang b cos A,

vermenigvuldigende met cos b cosc
cos @ ==co8 b cos c - sin bsinccus A,

zijnde eene betrekking tusschen v1er elementen eens bolvormigen

driehoeks.
Door dezelfde bewerking op elk der hoekpunten toe te passen

en ook volgens den gewonen regel der symmetrie, vmdt men door
behoorlijke omzetting van letters:

€08 b = cos a cosc -}~ 8in a sin c cos B

c08 a =08 b cos ¢ 4= sin b 8in c cos A
..(1)
008 ¢ == €08 @ c08 & =}~ 8in a 8in b cos C

Daar in deze drie formulen de zes elementen des driehoeks voor-

Ly T
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komen, zouden zij, streng genomen, voldoende zjn voor-de op-
lossing van alle gevallen der driehoeksmeting, omdat men, de drie
gevraagde elementen als onbekenden beschouwende, altijd drie ver-
gelijkingen met drie onbekenden zou hebben. In de meeste geval-
len echter zou de oplossing groote moeielijkheden opleveren en de
vergelijkingen tot hoogen graad opklimmen, weshalve het beter is
de andere betrekkingen, die tusschen de elementen moeten bestaan,
op te sporen. Die betrekkingen kunnen alle door herleiding uit de
formulen (1) worden afgeleid, om welke reden wij aan dezen den
naam van koofdformulen zullen geven.
82. Uit de eerste formule (1) volgt:

cosa—cosbcosc,

cos A = - - ;
sinb sinc

derhalve
8in35 sin3c — (cos a — cos b cos c)*

sinA=v sin? § sinlc

_V {('l—cos’b) (1 —cos3c) —(cosa —cosb cos c)? }
- sinbsinc

V{'l — c083a — 083 b — cosdc -+ 2 cos a cos b cos c}
sinb sinc

Hieruit volgt:

ainA_V{i—coa’a—coa’b—cos’c+2 o8 acosbcosc} .
sina simg sinb sin c

Het tweede lid dezer vergelijking is geheel symmetrisch ten op-
zichte der grootheden a, &, c, en ondergaat dus geene verande-
ring wanneer de letters behoorlijk verwisseld worden; derhalve
moet hetzelfde met het eerste lid het geval zijn, hetgeen alleen
kan plaats hebben, wanneer

sin A __sinB __ sinC
sina sin b sinc .. Q)
of sinag:sinb:sinc—sinA:sinB:sinC

waaruit wij leeren, dat ir elken bolvormijen driekoek de sinussen der
zijden evenrediy 2ijn aan de sinussen dsor tegemovergeleyen hoeken. De
standvastige verhouding tusschen den sinus eens hoeks en den sinus

e
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eener tegenovergelegen zijde wordt de modulus van den driehoek
genoemd , zoodat

_sinA __ sinB __ 8nC . (@)

sina  sinb  sme 77

De formule (2) wordt overeenkomstig hletmede de sinus- of
modulus-formule genoemd.

83. Door achtereenvolgens de waarde voor cosc¢ uit de derde in
de eerste en die van cos b uit de tweede in de eerste der formulen
(1) over te brengen, volgt:

c0s & = c0s b (cos @ cos b -+ sin a sinb cos C) 4 sin b sin ¢ cos A
c0s @ = cosc (cos & cos ¢ —+ sin a sin ¢ cos B) - sin b sin c cos A

of cosa (1 — cos?8) = sin a sin b cosb cos C +-sinb sinc cos A
cosa (1 = cos?c) = sin a sin c cosc cos B - sin b sinc cos A

deelende de eerste door sina sinb, de tweede door sina sinc,

sin ¢
cot @ sin b —=cos b cosC+—— cos A

sin b
cotaannc__coaccosB+——— 08 A

of, omdat volgens (2)
sine __ sinC in b __ sin B
sina~ sinA’ sina ~ sin A
cot a 8in b= cos b cos C - cot A sin C
cot & sin ¢ == cos ¢ cos B - cot A sin B,

en deze beide, als bevattende ieder vier elementen, behooren we-
der tot de grondformulen. Door behoorlijke verwisseling van let-
ters, geven zij het volgende stelsel:

cot 2 sin b =gin C cot A+ cosb cos C
cota sinc=sin B cot A 4 cosc cos B '

cot b sin a = sin C cot B -4~ cosa cos C 1 3)
cot b sinc— sin A cot B—-cosc cos A torrry
cot ¢ sina=sin B cot C ~cosa cos B s

cot ¢ sin b ==sin A cot C -}-cosd cos A

Deze zes grondformulen worden ter onderscheiding van de an-
deren de formulen der cotangenten genoemd. Den opmerkzamen
leerling zal het niet moeielijk vallen een regel te ontdekken, waar-
_door deze formulen gemakkelijk in het hoofd zijn te prenten.
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84. Om het laatste stel grondformulen te ontdekken, keeren wij
terug tot de voorgaande formulen (5), en schrijven de eerste in
den vorm .

cos'as sinb=—gina cosd cos C~sinc cos A,

evenzoo is
cosh sina=sinb cosa cos C - sinccos B;

door de laatste met, cos C te vermenigvuldigen en bij de eerste op
te tellen, volgt:

cosa sinb=cosa sinb cos® C-}-sin c(cos A 4 cos B cos C);
dus cos A 4 cos B cosC—=cosa ﬁ"—"(’l—cos’C).

sinc
daar echter

sind _ sinB

sine — anC
wordt cos A ~cos B cosC —sinB sin C cosa -
of cos A—=-—cos B cosC -+ 2inB sin C cos a;

door behoorlijke omzetting van letters, verkrijgen wij hieruit

cos A—=—cosB cos C-}-sin B sin C cosa
c08 B—=—=—cos A cos C 4 sin A sin C cos &
08 C—=—cos A cos B-4-sin A sin B cosc

en hiermede is ons vooruit aangekondigd stelsel van vijftien grond-
formulen volledig gevonden. Door de formulen (1) — (4) moeten
dus alle gevallen der driehoeksmeting opgelost kunnen worden.

85. De voorgaande afleiding der grondformulen, het eerst door
EuLER en LAGRANGE gegeven, verdient de voorkeur omdat hierbjj
alle uit eene enkele, die wij de hoofdformule hebben genoemd, zijn
gevonden. Wij zullen nu tot bevestiging en toelichting aantoonen,
hoe zij ook door meetkundige beschouwing aan de figuur kunnen
ontleend worden.

Daartoe laten wij uit een der hoekpunten B (fig. 38) eene lcod-
ljn BG neer op het overstaande zijvlak, trekken BH en BL lood-
recht op OA en OC, dan zijn volgens bekende meetkundige eigen-
schappen ook GH en GL loodrecht op OA en OC, zoodat de hoe-
ken BHG en BLG de standhoeken op de ribben OA en OC, dat
zijn de hoeken A en C, voorstellen. Trekken wij nog HI evenwijdig
aan GL en GK evenwijdig aan OC, dan is de figuur voor ons doel
volledig .



121

Nu is:
1e. OL=O0I4IL. ~
Maar OL —=O0B cos a =cosa’,

Ol —=O0H.cosb=0B cocac. coab:ooagcocb,
IL =KG = HG sin GHK ,

ot,. omdat wegens onderling loodrechten stand der beenen

L GHK=|_AOC=3%, *
en HG=BH cos A—OBsinc.cos A=sinc.cosA,
wordt IL—1sinb sinc cos A ;
door substitutie volgt
cos @ —co8b cosc--2inb sinc cosA ....... 1)

zijnde de hoofdformule, op eene andere wijze dan in het begin
dezer paragraaf uit de figuur afgeleid.
2¢. De rechthoekige driehoeken BHG en BLG geven:

BG =BH sin A=BL sin C
of sincsinA —simasinC . . . . . . . (2
zijnde de sinus of modulus-formule.
3e. IH=IK 4 KH.
Hierin is

IH=OHsinb—sinbcosc
IK=LG—=BLcosC=sinacos C
KH = GH cos GHK — GH cos 3

—BH cos A cos 6 =cos b sinc cos A ,

derhalve
sin b cos c —sin a cos C + cos b cosccos A,
. ina ;
of door sin ¢ deelende en =2 door '".”—A vervangende
sin ¢ sin C

cotcsinb=—sin Acot C 4-cosbecosA . . . . . (3)

zijnde eene der cotangenten-formulen.

Passen wij nu de formulen (1)—(3) toe op den pool-driehoek,
waarvan de gelijknamige elementen door accenten zullen aangeduid
worden, dan wordt

cos e ==cos b cosc’ - sinb s c’ cos A,
sinc’ sin A' = sin o' sin C,
cot ¢’ sin &' —sin A' cot C' + cos 8’ cos A’
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vervangende hierin, overeenkomstig de eigenschappen van den pool-
driehoek (n°. 77), o’ door 180°—A, A’ door 180°—a, enz., dan wordt

cos (1809—A) = cos (180°—B) cos (180°—C) -+ sin (180°—B)
8in(180°—C) cos (180°—q),

sin (1800—C) sin (180°—a) = sin (180°—A) sin (1800—) ,
cot (180°—C) sin (180°—B) = sin (180°—a) cot ('180°—c) +

c0$(180°—B) cos (180°—a),
of ccs A—=—cosBcosC 4 sinBsinCcosc . . . . (4
sinCsina—sginAsinc . . . . . . . . . (2
cot ¢ sin a = sin B cot C +cosacosB. . . . . . (3

Op deze wijze is uit formule (1) eene formule (4) gevonden formule
(2) bleef onveranderd, formule (3) geeft eene andere formule van
hetzelfde stelsel terug. Door behoorlijke verwisseling van letters
verkrijgen wij derhalve het geheele stel der vijttien grondformulen.

§ XIvV.
Forwulen voor de rechthoekige drickoeken.

86. Is in een bolvormigen driehoek een der hoeken recht, dan
zijn twee gegevens voldoende om den driehoek te bepalen. De for-
mulen, die de betrekkingen tusschen de elementen uitdrukken,
mogen derhalve slechts drie grootheden bevatten, en daar vijf
grootheden drie aan drie op tien wijzen kunnen gecombineerd wor-
den, zal men voor de oplossing van alle gevallen tien formulen
moeten hebben. Deze kunnen gemakkelijk uit de grondformulen
worden afgeleid door een der hoeken als recht aan te nemen.

Stellen wij in de formulen (1)—(4) der vorige paragraaf C = 90°,
dan wordt ¢ de hypothenusa, & en b zijn de rechthoekszijden, A en B
de scheve hoeken.

De grondformulen , waarin A niet voorkomt, komen voor de recht-
hoekige driehoeken niet in aanmerking, omdat zij meer dan drie
elementen bevatten. :

De formulen (1) geven nu

cosc=—cosacosb. . . . . . . . . . (9

De formulen (2) gaan over in
sin.a = sin c sin A (6)
sinb=sincsinB{ = ~ 7~ "
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De tormulen (3) worden
' cot a sinb=cot A
cot b sin a = cot B
cot ¢ sin a = cos a cos B
cot csinb—rcosb cos A,

of : tang a = sin b tang A )
langb—=sinatang By =~~~ 7 7 °

tang a = tang ¢ cos B . ©8)
tang b =tamgceosAy ~ ~ ~ T T T T T
Eindelijk geven de formulen (4)

cos A—cosasin B . )
cos B=cosbsinA§ =~ =~~~ " " " "

en cos A cos B—sin A sin Bcose
of cosc=cotAcotB . . . . . . . . . (10)

waardoor de tien aangekondigde grondformulen voor de rechthoekige
driehoeken gevonden zijn.

87. Voor dat wij tot de nadere beschouwing dezer formulen over-
gaan, is het niet ondienstig aan te toonen hoe zij onafhankelijk van
de oorspronkelijke grondformulen op zichzelven uit eene figuur kun-
nen gevonden worden.

Zij namelijk ABC (fig. 39) een bolvormige driehoek, die recht-
hoekig is in C en zij BE loodrecht op MA, BD loodrecht op MC,
zoodat |_ BED = A is. Nu volgt uit A MED

ME —MDos b
of cosc=cosacosd . . . . . . . . . . (B
In A BED is
. BD=BEsin A
of sina—simcenA . . . . . . . . . (6)
en BD = ED tang A;

maar in A MED is
ED =MD sinb=—cosasinb,
‘derhalve door substitutie in de voorgaande
8in a == cos a sin b tang A ,
of tang a—sinbtamgA . . . . . . . . (1)
Eindelijk is nog
ED=BEcos A ;
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maar ED =— ME tang b = cos c fang &
BE — MB sin c —sinc,
derhalve cos ¢ tang L — sin c cos A
of tangb—"tangccosA . . . . . . . . (8

Nemen wij de verg. (6) en (8) in dezen vorm

sin a == sin ¢ sin A
tang a = tang c cos B,

dan volgt door deeling

cosa=cosc A
- cos B’
of, omdat ingevolge (5) %Z:_: = cosh,

csB—cosbein A . . . . . . . . . (9
evenzoo is
: cos A—cosa sin B

en deze vermenigvuldigende .
co8 B cos A =cos b cos a sin A sin B,

of, volgens (5)
cosc=cotAcotB . . . . . . . . . (10)

waardoor alle formulen terug zijn gevonden.

88. De eenvoudige vorm, waarin al de formulen der rechthoe-
kige driehoeken voorkomen, maakt het gemakkelijk ze op de vol-
gende wijze in woorden uit te drukken en daardoor in het geheugen
te prenten.

de. De cosinus der hypothenusa is gelijk aan het produkt van de cosi-
nussen der rechthoekszijden en ook gelijk aanm het produkt van de cotan-
genten der scheve hoeken.

e,  De sinus van elke reckthoekszijde tis yelylc aan ket produkt van
den sinus der kypothenusa em dem sinus vam den tegemorergelegen hoek.

3e. De tangens van elke rechthoekszijde is gelijk aan het produkt van
den sinus der andere rechthoekszijde en den tangens van den overstaan-
den hoek.

4e. De tangens van elke rechthoekszijde is gelijk aan ket produkt van
den tangens der hypothenusa cn den cosinus van den aangelegen hoek.

Be. De cosinus ram elken scheven hock is gelijk aan ket produkt van
den cosinus der tegenoverliggende zijde en den sinus van den anderen
scheven hoek.
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Verder doen ons de voorgaande formulen de volgende eigenschap-
pen der rechthoekige bolvormige driehoeken kennen.

De hypothenusa zal ascherp ziju, tndien de rechthoekszijden of de
scheve hocken beide scherp of beide stomp, dat is, gelijksoortig zijn,
De hypothenusa zal stomp zijn , indien de beide rechthockszijden of de
beide scheve hoeken omgelijksoortiy zijn. Elke scheve hoek is van dezelfde
soort als de overstaande rechthoekszijde, dat is, indien eene dezer zijden

{=of > 90°, zal ook de overstaande hoek { =of > 90° zijn, en
omgekeerd,

89, Ziehier thans eene eenvoudige constructie, strekkende om
met behulp van eene der zes hiervoren gevondene betrekkingen, de
vijf overige spoedig te bekomen. Zij ABC (fig. 40) een rechthoe-
kige bolvormige driehoek, waarvan elke der beide rechthoekszijden
BC, AC kleiner dan een kwadrant ondersteld wordt. Uit B als
pool beschrijve men een boog des grooten cirkels, snijdende de
verlengde zijden des driehoeks in de drie punten @, 4, C', dan zal
de hieruit ontstaande driehoek AC's rechthoekigin a zijn; voorts is

Aa—90°—AB, AC=90°—AC, C'a=90—Ben |_C'=90°—BC.
Men neme nu als bewezen aan de form. (6) sina=—sinc sin A, en
deze kiezen wij hiertoe bij voorkeur, uithoofde zij, wegens hare
overeenkomst met die voor de vlakke rechthoekige driehoeken, het

gemakkelijkst van alle overige in het geheugen te prenten is, dan
zal in gemelden driehoek AC'a

sinAa—sin AC'.sinC en sinaC =sin AC .sin A
dat is co8 ¢ ==co8a cos b en c0os B=cos b sin A.

Om nu de drie overige formulen te vinden, redenere men aldus.
Uit de vergelijkingen

sina—sincsin A, snb—sincsinB,

volgt ' 8in b sin A — sin a sin B,
Maar cos b sin A=cos B,
derhalve tgb=sinatygB.

Passen wij [deze nieuwe betrekking wederom toe op elke recht-
hoekszijde van den driehoek AC'a, dan komt er

tgaC'=sin Aa.tgA tyAa=sinaC .tgC
of wel cot B=cotctgA cot ¢ = cos B cota
dus cos c = cot A cot B tga—tyccos B,

waardoor de ontbrekende formulen gevonden zijn.
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90. Behalve de voorgaande bestaat er nog eene andere, geheel
verschillende handelwijze, om tot de oplossing van alle gevallen der
rechthoekige driehoeken te geraken, en welke wij vermeend hebben
hier insgelijks te moeten mededeelen, dewijl zij een geschikt hulp-
middel oplevert om de zes formulen van n°. 81 in een enkelen
regel te omvatten , en het geheugen alzoo te gemoet te komen.

ABC (fig. 44) zij namelijk een willekeurige rechthoekige driehoek.
Men neme op den bol nog drie andere punten D, E, F, respective-
lijk de polen voorstellende der bogen AC, AB, BC, dan is het
duidelijk,, vooreerst, dat de punten D en F in het verlengde der
bogen CB, CA zullen liggen, en de bogen CF, CD elk een kwa-
drant zullen zijn. Vereenigt men nu de punten D, E, F door bogen
van groote cirkels, en trekt men uit A dergelijke bogen naar E en
D, welke noodzakelijk elk een kwadrant zullen zijn, dan zal het
punt A de pool van den boog DE, en even zoo het punt B die
van den boog EF zijn. Verder heett men |_EAB=—| DAC =900,
Derhalve |_ BAC—=|_EAD —b00gED. Op gelijke wijze betoogt
men dat | ABC —looy EF.

De bolvormige vijffhoek ABDEF is alzoo van dien aard, dat hij
door drie op elkander volgende hoekpunten geheel bepaald wordt,
dewijl de twee overige hoekpunten, zoo als uit de figuur terstond
op te maken is, steeds de polen zijn der twee bogen, welke de drie
gegevene hoekpunten naar rangorde vereenigen. Hieruit mag men
besluiten , dat elke betrekking tusschen drie achtervolgende zijden
des vijfhoeks, insgelijks van toepassing zal zijn op drie andere zijner
zijden, elkander in gelijke rangorde opvolgende.

Dit opgemerkt hebbende, zoo neme men eene der tien formulen
(5—10), bijv. formule (6), als bewezen aan, en brenge deze op den
vijfhoek over, wiens zijden blijkbaar van de vijf elementen des drie-
hoeks afhankelijk zijn, dan zal, uithoofde in den driehoel: ABC

sin BC—=3sin ABsin A ,

voor den vijfhoek
cos BD — stz AB sin DE

zijn; welke betrekking aldus in woorden kan uitgedrukt worden:
De cosinus van eeme der zijdem des vijfhoeks is gelijk aan het pro-
duct der sinussen van de beide aangrenzende zijden. (a)
Passen wij nu deze eigenschap op elke der overige vier zijden
toe, hierbij acht gevende dat DE=_A, FE=| B, BD—=90°—
en AF—90° —5%, dan verkrijgen wij achtervolgens :



127

c08 DE — sin BD sin EF of cos A—=cosasinB
cos FE = sin AF sin DE » cos B—=—cos b sin A
cos FA — sin AB sin EF » sinb —sincsinB -
cos AB — sin AF sin BD » cosc ==cosacosh;

welke formulen met de hiervoren gevondene (9), (5), (6), volko-
men overeenstemmen. Uit den zoo even gevonden regel (z) laat
zich thans een tweede afleiden, welke ons de vijf overige formu-
len zal opleveren.

Men vermenigvuldige namelijk de beide voorgaande vergelijkingen

c08 BD — sin AB sin DE
c08 DE — sin BD sin EF

met elkander, dan geeft haar produkt
cot BD cot DE — sin AB sin EF — cos AF';

welke vergelijking eene betrekking bevat tusschen eene zijde des
vijthoeks, en twee andere daarop niet onmiddellijk volgende of twee
afgelegene zijden. Men kan die nieuwe betrekking aldus uitdrukken:
De cosinus van eene der zijden is gelijk aan het produkt der cotan-
genten van de beide afyelegene zijden. (%)
De toepassing daarvan op elke zijde des vijfhoeks zal achtervol-
gens geven:

cos AB=rcot DE cot EF = of cos c=cot A cot B

cos BD—=cot AF cot FE » sina—1tgbcotB of tgb—sinaiyB
cos DE==co! ABcot AF " » cosA==cotctyd » tgb=—1tgccos A
cos FE—=cot ABcot BD » cosB—cotctgya » tga=—1tyccos B
c0s AF —=cotBDcotDE » sinb—tgacotA » tga—sinbig A,

welke formulen met (10), (7) en (8) geheel overeenstemmen.

Uit de beide voorgaande regels laat zich terstond het nuttige ge-
bruik inzien, dat van den bedoelden vijfhoek te maken is bij de
oplossing van de onderscheidene gevallen der rechthoekige driehoe-
ken. Men behoeft namelijk slechts de drie elementen des driehoeks,
waarvan twee tot de gegevens behooren, en de derde de onbekende
is, in den vijfhoek over te brengen, en dan zal de eerste of tweede
regel, naar dat de drie elementen al dan niet op elkander volgen,
de formule opleveren, waardoor zich de onbekende zijde of hoek
it de beide gegeven elementen, laat berekenen.
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Men kan echter, en deze opmerking is niet onbelangrijk . de beide
hiervoren verkregen regels (a) en (8) in diervoege wijzigen, dat hun
gebruik geheel onafhankelijk worde van de beschouwing des vijf-
hoeks, zoodat zij hierdoor onmiddellijk op den driehoek zelven van
toepassing te maken zijn. Te dien einde denke men zich de zijden
en hoeken des driehoeks (den rechten hoek hierbij niet mede reke-
nende) in geregelde orde op elkander te volgen, dan zal het, uit
de inzage der figuur, gemakkelijk blijken, dat de aangrenzende ele-
menten of deelen in den driehoek, zullen overeenkomen met de
afyelegene in den vijfhoek, en zoo ook omgekeerd, mits hierbij de
twee rechthoekszijden door hare complementen vervangende. Bij
samentrekking dezer beide regels ontstaat hieruit alsdan de na-
volgende enkele regel voor de oplossing van alle gevallen der recht-
hoekige driehoeken, welke, naar den wiskundige, die hem het
eerst bekend maakte, de regel van NEPER genaamd wordt, te
weten:

De cosinus van ecn der declen of elementen des drickoeks is yelijk aan
ket produkt der sinussen van de afyelegene deelen, of gelijk aan dat der
cotangenten van de aangrenzende deelen , mits hierbij voor elke reckthoeks-
zijde haar complement nemende.

Van dezen vrij eenvoudigen regel, die gemakkelijk in het geheu-
gen te prenten is, zal. men zich steeds met vrucht kunnen bedie-
nen, zoo dikwerf men in de oplossing van een der gevallen, de
daartoe betrekkelijke formule niet meer voor den geest mocht heb-
ben. Bij het gebruik daarvan zal men slechts behooren in acht te
nemen, om de drie elementen, tusschen welke eene betrekking
gezocht wordt, ten einde de onbekende uit de beide gegevens te
kunnen berekenen, in dier voege te rangschikken, dat twee derzelve
als aangrenzende of wel als afjelegene deelen ten aanzien van het derde
of middelste deel te beschouwen zijn, hetgeen, zoo als uit het vol-
gende tafeltje zal blijken, altijd mogelijk is; moetende hierbij, ge-
lijk hiervoren reeds opgemerkt is, de rechte hoek niet mede gere-
kend, en voor de rechthoekszijden hare complementen genomen
worden. :

Middelste deel. Aangrenzende deelen. Afyelegene deelen.

c. 4, 2. a, b.
&, A, a. ¢y B.
a. , B, &. c, A,
A. b ¢ a, B.

B. a, e , A
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§ XV.

Oplossing der rechthoekige driehoeken.
p :

9. Volgens het geleerde in § XII moeten de hoeken eens bol-
vormigen driehoeks voldoen aan de voorwaarden

A4+B+CXx2R,
A+ B—C<2R,
A—-B4C <{2R.
Stellende hierin C =R, dan verkrijgt men als betrekkingen tus-
schen de scheve hoeken van een rechthoekigen driehoek

SR>A+B>R
A —B <R,
dat is in woorden : de som der scheve hoeken moet gelegen zijn tusschen .
drie en één rechten hoek en het verschil kleiner zijn dan een yeckie loek:
Zooals wij reeds hebben opgemerkt, is een rechthoekige driehoek
door twee elementen behalve den rechten hoek bepaald. Derhalve
kan de driehoek opgelost worden , “wanneer gegeven zijn :

4e. de hypothenusa en een scheve hoek.

2. de hypothenusa en eene rechthoekszijde.

3:. de beide rechthoekszijden. .

4e. de beide scheve hoeken.

5¢. eene rechthoekszijde met den aangrenzenden scheven hoek.
6. eene rechthoekszijde met den overstaanden hoek.

Deze zes gevallen zullen wij achtereenvolgens gaan behandelen,
daarbij telkens als bij de vlakke driehoeken de voorwaarden noe-
mende waaraan de gegevens moeten voldoen, opdat de driehoek
bestaanbaar zij, en bij elk geval een voorbeeld in getallen voegen.
Slechts moet men in het oog houden om telkens die formulen te
kiezen, waardoor elk der onbekenden onmiddellijk in de gege-
vens wordt uitgedrukt.

Ie GEVAL.

Gegeren zijnde de hypothenusa c met een der scheve hoeken A, den
anderen scheven hoek B, benevens de beide rechthoekszijden a en b te
berekenen.

De gegevens behoeven aan geene voorwaarden te voldoen.

9
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Oplossing. Hiertoe gebruikt men de formulen
sina=sincsin A, tgb=1tgccos A,

cot B=cos c ¢y A.
Poorbeeld, Tij c—="M02430". A —105°52'39",

Berekening.

log sin c —9,9767235 log tg ¢ = 0,4731759
log sin A = 9,9831068 log cos A — 9,4370868—
log #in a = 9,9598303 log tg b = 9,9102627—
a=114"15'54" b =140°52'40"
De zijde ¢ moet > 90°, uit- = De zijde 4 moet > 90°,
hoofde A > 90°. vermits #y ¢ negatief is.

log cos ¢ = 9,5035475

log tg A =0,5460201—

tog cot B = 0,0495676—
B =138015'45" 4.

De hoek B moet > 90° zijn, vermits cof B negatief is, of ook

uithoofde de zijde 4 > 900 is.
Uit de gevonden zijde « zou men de andere rechthoekszijdé 4 ins-
gelijks hebben kunnen berekenen door de formule

Aanmerking. Bijaldien de zijde e dicht bij 90° is, en alzoo uit
haren sinus met zeer nauwkeurig kan berekend worden, zal men
de eerste formule de navolgende verandering doen ondergaan. Men
heeft namelijk ’ :

1—sina __ 4 —sincsin A
14sina ™~ A 4sincsin A’
Zij ty o =sincsin A, dan komt er
¢ o to)=4vi—Wwo__ ' — 9);
g (45° —fo)=+% T e =TV —9);
zijnde alsnu 45° — ta een kleine hoek. Het dubbele teeken voor
de wortelgrootheid zal, even als in de voorgaande oplossing, twee

verschillende waarden voor « opleveren, die elkanders supplementen
zijn, en wier keuze door den overstaanden hoek A bepaald wordt.
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IIe GEVAL.

Gegeven sijnde de hypothenusa c met eeme rechthoekszijde a, de am-
dere rechthockszijde b, benevens de beide scherpe hoeken te berekenen.
Opiossing. De form. (5), (6) en (8) geven

cosc . sina a
cosb— —. sinA—_——. coaB:-ty—.
cosa 8in ¢ - tge

Tot de bestaanbaarheid des driehoeks wordt gevorderd dat

¢>a indien a en cbeide < 90°
c<La » aenc » >90°

c+a>1800 » > 900 enc<C 90° /
c+a<<180% » 2 <900 enc> 90°.

Voorbeeld. Zij ¢ =95°3920. a="T72025'2".

Berekening.
log cos c — 8,9936472 — log sin a =—9,9792211
* log cosa — 9,4801269 log sin ¢ — 9,9978808
log cos b =9,5135203 — log sin A = 9,9813403
6=10902'23+,8 A =173°19'27",6
log tg a = 0,4990943
log tg ¢ = 1,0042337 —

log cos B = 9,4948606 —
B =180012'37",5.

danmerking. Uit de drie voorgaande tormulen kan men gemak-
kelijk nog de volgende afleiden.

wib==+V tyt(c-+a)ty}(c—a)
0 1 AY— g4 (c—a)
—aV aiL(c —a)
yiB==% sin (c+a)'
wier gebruik verkieslijk is, ingeval het onbekende element niet

nauwkeurig genoeg uit zijn sinus of zijn cosinus kan berekend
worden,

9
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Ille GEVAL.

Gegeven zijnde de beide rechthoekszijden, te berckenen de hypothe-
nusa, z0o mede elk der scheve hoeken.

Tusschen de gegevens bestaat geene voorwaarde.

Oplossing. De onbekenden zullen gevonden worden door de form.
() en (7),

cos ¢ == cos a cos b. tgA = ?;_‘71. 9yB—= t:qb.
sin b sin a
Voorbeeld. Zij a — 7693310". 5=103°18'30".
Berekening.

log cos a = 9,3665155 log tg a = 0,6214118
log cos b = 9,3620889 — log sin b =9,9881777
log cos c = 8,7286044 — log tg A = 0,6332341
c=93°4'6",9 A ="76°544"6

log tg b = 0,6260888

log sin a = 9,9879273

log tg B =0,6381615 —

B =102°5721"4.
IVe GEVAL.

Gegeven zijnde de beide scheve ‘hocken, te vinden de hypothenusa en
de beide rechthockszijden. . ’
De gegevens moeten voldoen aan de voorwaarden

2700 > A4B> 900, A —B < £90°.
Oplossing. Hiertoe gebruikt men de formulen (10) en (9),

cos
cos ¢ == cot A cot B. coatzz-"-,—‘-AL coarb:co_"l..3

in B’ sin A’
Poorbeeld, 1ij A =—97°1314"9. B =104°45'20"9.
Men zal door toepassing der voorgaande formulen vinden
c—880514" 54  a=—97°286"41.  &=104°52'35"32.

Aanmerking. Ter berekening der zijde c zal men ook de volgende
formule wit (10) kunnen afleiden :
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yle=4V — ZOL:.?I:—‘—B%
Insgelijks geven de form. (9),
tgha=+4V ty [ (A—B)+445°] ¢y [{ (A + B) — 45°]
9=V tg [4(B—A)+45°] ty [§ (A +B) —45°];
welke laatste formulen eene toepassing vinden, ingeval eene der on-

bekende zgden eene geringe waarde 'heeft, en dus door zijn cosinus
niet nauwkeurig te bepalen is.

Ve GEVAL.

Gegeven zijnde cene rechthoekszijde a met den aangrenzenden scheven
koek B, de drie averige onbekende elementen te vinden.

De gegevens behoeven aan geene voorwaarde te voldoen.

Oplossing. De form. (7), (8) en (9) geven

tgb=sinaty B. tgc= _tgi c0s A = cos a sin B.

Voorbeeld. Zij a =125°26'40",3. B =95°10'30"2.
Door toepassing der voorgaande formulen zal men vinden
5=196°20'36",8. ¢=86"1934"6. A= 125016/42",4

Aanmerking. Stellende cosa sin B—12y ¢, dan zal men ter be-
rekening van den hoek A, ingeval deze eene germge waarde heeft,
nog de volgende formule verkrijgen:

tg 3 A==V ty(45° —9).
Vi: GEVAL.

Gegeven zijnde eene rechthoekssijde a met den overstaanden hoek A, .
de drie overige onbekende elementen te vinden.

Oplossing. Hiertoe gebruikt men de formnlen (6), () en (9,
gevende

. 8in a tg a cos
8in ¢ — —. sinb= "2, 8 B=___A..
sin A tg A ' cos a

Tot de bestaanbaarheid van den drichoek wordt gevorderd
19, dat de zijde a en de hoek A gelgksoortxg zgn
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29, dat A > of ¢z naar dat elk derzelven < of > 90° is.

Dit zesde geval wordt het twijfelacktige bij de rechthoekige drie-
hoeken genaamd, dewijl elk der drie onbekenden door zijn sinus
bepaald wordende, voor twee verschillende waarden die elkanders
supplementen zijn, vatbaar is; waaruit alzoo twee verschillende drie-
hoeken moeten ontstaan, welke beiden met de gegevens overecen-
stemmen. Zulks kan nader aanschouwelijk gemaakt worden, met
behulp van fig. 34, alwaar, in de onderstelling dat | ABC recht is ,
BCA’ den supplements-driehoek van den rechthoekigen driehoek ABC
voorstelt, dezelfde zijde @ en een gelijken overstaanden hoek bezit-
tende, terwijl de drie overige elementen &, ¢, C, respectivelijk de
supplementen zijn van die in den driehoek ACB.

Bij het doen der keuzen tusschen de scherpe en stompe hoeken
of zijden, zal men dienen te letten, om deze zoodanig met elkan-
der te doen overeenstemmen, dat hierdoor aan de vereischten, ten
slotte van n° 88 vermeld, voldaan worde.

de. Voorbeeld. Zij A="T76°1324. a=—24°14'49",06. Men zal
vinden . .

c= 259 0'49"3. b= 6°20'25"45. B= 15° 833",9
of ¢=154°5910"7. &=173°39'34",55. B=164°51'26"1

2. Voorbeeld. Tj a = 932112". A = 919M17. Men ml
.vinden o

c=87° 6' 7"8. 5=149°48"12",7. B —149°45'38"9
of c=AN5I4L2"2. b= 30'11'47",3. B= 3001421"1..

Aanmerking. Voor het geval waarin een of meer der onbekende
elementen weinig van 900 verschilt, zal men zich van de navolgende
uit (6), (7) en (9) af te leiden formulen kunnen bedienen.

1=+ 9i(A—a)
vE =T
Wl —po)=+r g =Y
(50— B)= vty 4 (A+a) (A —a)

Men zal zich nu verdere oefening in de oplossing der rechthoekige
driehoeken kunnen verschaffen, door elk der hiervoren uitgewerkte
driehoeken, waarvan de vijf elementen thans bekend zijn, tot voor-
beelden te nemen, en uit twee willekeurige elementen van elken
driehoek de drie overige te berekenen.
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92. Alvorens tot de behandeling der scheethoekige driehoeken in
het algemeen over te gaan, zullen wij nog eene bijzondere klasse
van driehoeken, rechizijdige genaamd, beschouwen, hebbende eene
der zijden gelijk aan een kwadrant. Aangezien deze driehoeken ont-
staan uit het construeren van den pooldriehoek eens rechthoekigen
driehoeks, zoo zal men, naar aanleiding der in n®. 77 betoogde ei-
genschappen, de betrekkingen tusschen de elementen der rechtzij-
dige driehoeken, onmiddellijk uit die voor de rechthoekige kunnen
afleiden, door slechts in de formulen van n°. 86, de zijden en hoe-
ken door hunne supplementen te vervangen, waardoor de cosinussen,
tangenten en cotangenten negatief worden, en vervolgens de zijden
in de hoeken, en wederkeerig, te veranderen. Zij dan ABC een
rechtzijdige driehoek, waarin de zijde AB—=¢=90° AC=14 en
BC =2, dan bekomt men terstond de navolgende zes verschillende
betrekkingen, op zoodanigen driehoek toepasselijk.

L cos C=-—cos AcosB
II. cosC—=—cotacotd
I, sinA— sinCsina
IV. 'tyA= sinBiga
V. {§hB=-—=1tyCcosa
VI. cos a— cos A sinb,

waaruit gelijksoortige gevolgtrekkingen kunnen afgeleid worden, als
voor de rechthoekige driehoeken opgegeven zjn. .

§ XVL
Herleiding der grondformulen.

93. Het zal niet ondienstig zijn aan te toonen, hoe de algemeene
grondformulen, uit die voor de rechthoekige kunnen worden af-
geleid, even als in § XIV de laatsten uit de eersten zijn gevonden;
en daar de formulen voor de rechthoekige driehoeken ook op zich
zelven aan de figuur zijn ontleend, verkrijgen wij op die wijze nog
eene zelfstandige afleiding voor de algemeene formulen.

‘Wanneer men door de ribbe MC van den drievlakkigen hoek M
(fig. 33), een vlak denkt, loodrecht op het grondvlak AMB staande,
en het oppervlak des bols snijdende volgens den boog CD (fig. 42),
dan zal de driehoek ABC hierdoor in twee driehoeken ADC, BDC,
elk rechthoekig in D zijnde, verdeeld worden. CD- is alsdan een
loodrechte boog, vallende op de zijde AB; en aangezien er op dg,
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beide overige zijden AC, BC, eveneens soortgelijke bogen uit de over-
staande hoekpunten kunnen worden neérgelaten, zoo zal elke bol-
vormige driehoek, evenals een vlakke driehoek, op drie onderschei-
dene wijzen , in twee rechthoekige driechoeken kunnen verdeeld worden.

Volgens de aanwijzing onzer figuur valt de loodrechte boog CD
binnen den driehoek. Zulks nu zal altijd moeten plaats vinden, in-
dien de hoeken A en B beide scherp of beide stomp zijn, en wel
uithoofde de rechthoekszijde CD gelijksoortig met elk dezer hoeken
behoort te zijn. Wanneer echter die hoeken ongelijksoortig zijn,
gelijk in fig. 43, alwaar A scherp en B stomp ondersteld is, dan
zal het vlak van den loodrechten boog blijkbaar buiten of achter
den driehoek liggen, en het verlengde der basis AB in twee pun-
ten D en D’ op 180° afstand van elkander snijden. In datgeval
bestaan er alzoo twee loodrechte bogen, waarvan de kortste CD
achter den stompen hoek B, en de langste achter den scherpen
hoek A zal gelegen zijn. Immers, in den rechthoekigen driehoek
BCD, is B < 90°, dus CD < 90° en CD’' >>90°. Bepaalt men zich
echter tot den kleinsten loodrechten boog, zoo mag men tot regel
aannemen, dat bij ongelijksoortige hoeken aan de basis, de lood-
rechte boog steeds achter den stompen hoek valt.

Voegen wij hierbij nog de opmerking dat ook in het geval van
- gelijksoortigheid der hoeken A en B, de loodrechte boog CD. (fig.
42) tot op den cirkel waartoe de boog AB behoort, kan verlengd
worden, zoodat er insgelijks twee loodrechte bogen uit C kunnen
worden neérgelaten, doch het is duidelijk dat die tweede boog als-
dan tot een driehoek behoort, hebbende eene zijner zijden > 1800,
en alzoo buiten beschouwing blijft.

Men noeme weder de zijden, staande over de hoeken A, B, C,
respectivelijk o, 4, ¢; de deelen, waarin de hoek C door den lood-
rechten boog verdeeld wordt, P, Q; de overstaande segmenten van
AB, p, ¢; en eindelijk den gemelden boog ¢. Volgens form. (5),
heeft men in de beide rechthoekige driehoeken ACD, BCD

sin @ —sin b sin A, sin @ = sin a 8in B.
Derhalve sna:sinb=sinA:sinB . . . . . . (2)

waardoor de sinus-formule terug is gevonden.
Verder is volgens formule (5) in dezelfde rechthoekige driehoeken

L]

cos o
08 ¢

P>

08
08

cosp= ,

<
e
Q
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cos b cos g __ cos b cos (¢ — p)
cosp cosp

dus cos g =

dat is, na ontwikkeling van cos (¢ — p),
08 @ == c08 & cos ¢ 4~ cos & sin ¢ tang p.
Nu is in A ACD
tangp=tungbeosA. . . . . . . . (9)
derhalve cosa=cosbcosctsinbsinccos A. . . . . (1)

zijnde de hoofdtormule.
Voorts volgt uit dezelfde driehoeken door toepassing der formu-
len (7):

tany @ — tang A sin p —tang B sin ¢
dus tang A cot B= = sing _ sin(c—p)
sing sinp.
=sinccotp—cosc,
dat is, volgens (ﬁ)

tang A cot B = sinccoth o5 ¢
cos A

of cotbcinc:sinAcotrﬁ—l—coaccosA N )}

zijnde eene der cotangenten-formulen.
Eindelijk is nog volgens (3)

cos @ = cos A cos B
v ‘ P wnQ
_sinP __sin(C—Q)
dus cos A— n Qc s B— e cos B

= == c08 B cos C <~ cos B sin C cot Q.
Maar in A DCB, cof Q =cos a tangB zijnde, wordt

cos A=—cosBcos C+sinBsin Ccosa . . . (4

Zoodat nu, na behoorlijke verwisseling van letters, alle grondfor-
mulen terug zijn gevonden.

94. De formule (2) kan dienen om een hoek uit te drukken
in de drie zijden.

Door oplossing van cos A volgt namelijk:
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oosA — 088 —cosboose 11)
sin b sin c :
doch het is duidelijk, dat deze formule niet geschikt is voor de
berekening met logarithmen en daarom hiertoe behoort herleid te
worden. Dit geschiedt op de volgende wijze.
Uit (11) volgt

in b sin ¢~ co8b cosc — cosa__ cos (b—c) —cosa
1—cosA =" + ( )

=

sin b sin ¢ 8in b sinc
sin b sin c — co8 b cos ¢ - cosa -——co.s(b+c)+coaa
14-cosA = —a— H
8in b sin ¢ 8in b sin ¢

of, volgens de formule

. cosa— cos =2 8in { (a + f) sin § (8 — o),
daarbij gebruik makende van de formulen (31) § III,
sin(a4b—c) sm*(a—b+c)

sin b sinc
am}(a+b+c)8m}(—a+b+c)

8in bswnc

sind A —

cos? } A=

Stellende ter bekorting

a4+btc=2s o
derhglve 'a-l-b—t,"-ﬂ(a—c) enz.,

W

wordt sin }A:Vm’ (¢—=8) sin o —c) (12)

sin b sin ¢

crfAm=p e b—a) g

ain b sine

Door deeling en vermenigvuldiging volgt hieruit

., 8in (8—2b) sin (s—c) )
tong 4 A=V in s in (o= a) B ¢ )
S I T LV inssin i—a)sin (s—0) sin(s—c) . . (15)

door verwisseling van letters verkrijgt men overeenkomstige ult’

drukkingen voor de hoeken B en C.
Treffend is de gelijkvormigheid der formulen (12) — (15) met die,
welke voor de berekening der hoeken uit de zijden eens vlakken

driehoeks in § VIII zijn gevonden.

[
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Ter bepaling van eene der zijden o uit drie hoeken, heeft men
volgens (4) de formule

cosA — cosBcosC L .. (6)

cosg— —— T " .
8ia B sin C

welke vatbaar is om op dezeltde wijze als (11) voor de logarithmi-
sche berekening geschikt gemaakt te worden , hetgeen wij den le-
zer als oefening overlaten. Zulks kan echter ook even goed ge-
schieden, door de formulen (12) — (15) onmiddellijk op den pool-
driehoek toe te passen. In dat geval zal { A in 90° —}a

$(@4b-4c) in 2700 —§ (A-+B4C)
}(@4b—c)in 90°—4(A+B—C) enz

overgaan. Stellende nu
A+B+4C=2S,
dan vindt men
cos (S—B) cos (S—C)

sin B sin C
— c08 S cos (S — A)
sin B sin C

cosfa—=y

sinfa=y an)
e e (td) g o
A’:“ w(#dﬁ;ﬁqm*a v €05

— c08 S cos (S —A) cos (S—B) ccs (S—C)

He= o me G

overeenkomstige formulen kunnen voor de zijden 4 en ¢ door ver-
wisseling van -letters gevonden worden.

Hoewel de vormen onder het wortelteeken in de drie laatste for-
mulen met het negatieve teeken zijn aangedaan, zijn de wortelgroot-
heden toch bestaanbaar. Want cosS is altijd negatief, omdat
28 — A + B + C » 2R, derhalve S > R is; evenzoo 1zijn
cos(S —A), cos (S—B), cos (S— C) steeds positief, omdat

AS—A)=B+C—A ¢ 2R
derhalve S—A<R

hetgeen evenzoo met de andere grootheden het geval is.
95. Uit de formulen, die.de hoeken in de zijden uitdrukken,
kunnen nog andere merkwaardige betrekkingen afgeleid worden.
Volgens (12) en (13) is:
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sin (8 — a) 8in (3—c)
sin a sin c !

sin} A= V"i" (afb) fin (a-—-c)’ sin} B—=p”
8in b sin ¢
sin (s — a) sin (s — 0)
sinasinb ’

A—1" ainssin(s—a), cot} B=

sin} C=yp”

y sinssin (s—9)

cos
t 8in a sin ¢

sin b sin c
cos § C=V sin 8 8in (8 —¢)
— sinasinb
Hieruit volgt
sind Acos} B= sin (f—b) sin & sin (.:z—c)zsm(f—-—b)m%c,
8in c sin a 8in b 8in ¢

) e TR in (s — a)
cosd Asind B— n(8—a)  sinssin(s—c)__ sin{ cos1 C
i i 8in ¢ d sin a sin b sin ¢ 10,

sin 8 % 8in (s —~—a)sin (s —0b) __sin s sinlC
g L]

costAcos} B=

sin ¢ sina sin b sin c
sin}Asin} B= " (a—c)'/am(a—.-a) sin (8—8) __ sin ga—c) sin 1 C.
sinc sina sin b sinc ,

Door behoorlijke optelling en aftrekking ontstaat hieruit

b+ sin (s — a) co14C=

sin ¢

#in } (A-+B)= 8in (8 —

— 2sin {e—-}(a-{-b)} cos } (a =)

- sin fccos ke w05} G,
)_—-“.” (a-—?) cos}C=
sinc

“.”*(A_B):ain(s—b

2003{3—1}(“—6)} “.”%(“—L)coa} C, |

; i
Qsinfccoskc

__8ins— sin(s—c) 4in } C=

cos } (A + B)= e

__ 2cos(s—4c)cos}e #in} C

T T Qsinfccoskc ’
cm%(A—B):%’f_ﬂ 4in} C=

__ 2sin(s—fc)singc sin} C;

T T Qsingccoste ’

of, omdat s—t(a4b)=4}c, s—fe=}(a40)
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ing(A+B) =240, . . . . @8

cosdc

m;,(A-B):ﬂ‘_*,("_"‘_b)cos;c, ... (9

cos § (A + B)= c.‘l*_(ﬁ_'ti) ndC, . . . . (20)

cos te

_sind(a-tb
cos} (A—B)= __;n_) sndC . . . . (2)

Deze vier formulen, welke even zoo vele betrekkingen bevatten
tusschen de zes elementen des driehoeks, zijn in de bolvormige
driehoeksmeting bekend onder“den-naam: von tormulen van Gauss,
ofschoon zij, met meer recht, die van DELAMBRE behoorden ge-
naamd te worden °).

96. Uit de formulen (18)—(21) kunnen door onderlinge deeling,
niet minder merkwaardige betrekkingen afgeleid worden.

Deelt men namelijk (48) door (20) en (19) door (21), dan volgt:

cos } (a —10)

twa‘r(A+B)=mwt§c
- (22 .
tang } (A —B)= %;—%21%% cot§C | )

Deelt men daarentegen (21) door (20) en (19) door (18), dan
verkrijgt men na eene kleine omzetting

tang*(a+b)=m_i—-}% tang §c
sinl(A—B c
sin:;(_m; tang 4 ¢

De formulen (22) en (23) zijn algemeen bekend onder den naam
van Neperizansche analogién en spelen eene belangrijke rol bij de op-
lossing van vraagstukken uit de bolvormige driehoeksmeting, zoo-
als later zal blijken.

Reeds de naam duidt aan, dat de Neperiaansche analogién van
ouder dagteekening zijn dan de formulen van Gauss, zoodat zj

- - (23)
tang } (a Npb) =

%) Gauss heeft die formulen voor het eerst doch zonder betoog bekend
gemaakt in zijn beroemd werk: Theoriz motus corporum coel. 1809, Zij
waren echter reeds door DeLawBre medegedeeld in de Conmaiss. des tems
over 1803, en zijn vervolgens door hem op eene vrij omslachtige wijze be-
toogd in zijn Traité Z’astromomie, Tom. I, pag. 160,
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onafhankelijk van deze moeten gevonden kunnen worden. Deze
afleiding kan op de volgende wijze geschieden,
Volgens formule (6) n°. 83 is
cos a sin b == an a cos b cos C -4~ sin c cos A,
evenzoo co8 b sin a = sin b cos a cos C -}~ sim ¢ cos B,
Door optelling volgt hieruit
(832 a cos & - cos a sin b) (1 — cos C) = sin c (cos A —-cos B)
of sin ¢ (cos A = cos B) =sin (a -4~ 8) (1 —c0s C) )
Verder volgt uit de sinusformule
sin ¢ sin A = sin a sin C
sin c sin B = sin b sin C
derhalve
sinc(sin At sinB)—=(sina+tsinb)sinC . . . . (@)
Deelt men nu (d) door (c), achtereenvolgens het bovenste en on-
derste teeken nemende, dan wordt:

sinA4-sinB __ sina-f-sind sin C
csA+-cosB~ sin(at06) ° T—cosC’
sin A —sirB __ sina—sind , sin C

cosA+tcosB~ sin(a+6 = T—cosC’

of, volgens meermalen toegepaste goniometrische formulen :

2sin} (A+B)cost (A—B) __ 2sin }(a—4-b)cos L (a—b) 2sin 4C cos}C v

2c0s} (A+B)cos} (A—B) ~ 2sin {{a—+b)cos  (a+8) * 24in3} C

2cos} (A+-B)sin} (A—=B) __ 2 cos}(a-+b)sin}(a—B) 2sin}Ccos}C
9cosf (A+B)cos (A—B) ~ 2sin }{a—+-b)cos§ (a+8) © — 2ain3}C

" derhalve na vereenvoudiging

_ —3
tang} (A+B)= Z::_i%_—:-l-b; cot $C,
tang } (A —B)= ?’;i—((_:__l_—:; cof{-C,

waardoor de beide eerste Neperiaansche analogién terug zijn ge-
vonden. Het zal den lezer niet moeielijk vallen de beide anderen
op overeenkomstige wijze af te leiden, terwijl zij ook ontstaan wan
neer men op de bovenstaande den pooldriehoek toepast.
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+97. Ook de sinusformule kan nog eene herleiding ondergaan.
Uit de evenredigheid

sina:sinhb—sinA:sinB

volgt namelijk
sina—sinb:sinat-sinb—sin A —sinB:sin A-4sinB,

of volgens bekende goniometrische betrekkingen (zie form. (57)
§ 1),

tang } (a — b): tana } (2 4 b)—=tany }'(A—B) ttang } (A+B) . '(24)

Deze formule heeft groote overeenkomst met de formule (8)
§ VIII uit de vlakke driehoeksmeting, doch is niet van dezelfde uit-
gestrekte toepassing, omdat hier niet als daar uit de som van twee
der hoeken de derde bekend wordt.

98. Ten slotte deelen wij hier nog eenige fraaie formulen mede
voor de waarde van den modulus M.

Vooreerst heeft men uit de vergelijking (o) § XIII:

M_sinA_sinB

“sina  sinb’
M—=2%nA—+snB __ sin}(A+B)cos}(A—B)
sina +sinb — sinl(a—-6) cosl (a—10)
M—dinA—sinB _ sin{ (A — B)cos (A4 B)
T sina—sind  sinf(a—20) cos} (a0)

Verder bekomt men met behulp der form. (15)

M=2Vainosin(8—a)ain(a-—5)8in(s—c)___ P
sin a sin b sin c T sinasinbsinc

Evenzoo geven de form. (17)

M= sin A sin B sin C __sinA sinB sinC
v {— cos S cos (S—A) cos (S—B) cos (S— C)} - P ’

waarin P=2Veinéain(a—a)siu(a—b)du(s;c),
P =2y —cosScos (S — A) ¢7s (S — B) cos (S — C).
P

Hieruit volgt Ms’=%xM= of M=p.
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o

Uit de formulen (48) en (20) ‘
ain{-(A+B)=cﬂo(a——'—b)coa 1C

8 }c

008-}(A+B)—c?£i.(a__l-_b_) sm 1 C

cos e
vindt men gemakkelijk
sin (A4 B) __cosa -4 cosh
sinC A 4cosc
mt(A—l—B)-l-unC 2sin S cos (S — C) 'l+coaa+cosb+ws('

sin C sin C 2cos%}ec

Verder volgt uit (18) en (20) door de eerste met sin } C, de tweede
met cos { C te vermenigvuldigen en het verschil der produkten te
nemen _

P
S = ~—
coe hcosyacosibeostc’
sin a sin b sin C __coslacostbainC
en cos (§ — €)= bsinlasin}bcosi - costc !
— PsinC
gevende co8 S cos (S — C)= m—c

N
Deze vergelijking deelende in de hiervoren gevonden, namelijk

sin S 008 (S — €)= (1+cosa+coab+cosc)8inc

4cost lc

tysz_(1+coaa-|-1:’coab+cosc)

komt er

welke, met toepassing op elk der drie supplements-driehoeken ,
daarenboven geeft

t,,(s_A)zi+coaa—co,gb_mc

P
ty(S - B)= ’l+cosb—pcosa-—coac
tg (S — C)‘;_'__’_'l+coac—Ifosa—coob’

waaruit tevens door optelling en aftrekking af te leiden is:

(S—A) 44 (S—B) 4 t5(S— O —t/S= 4
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De vijf laatste vergelijkingen op den pooldriehoek van toepassing
gemaakt, geven nog de volgende:

cot s = ‘""’A"'ml;l+coaC—1
cot (s—a)= 1+°°’B'|'P"’000—-000A
cot (8 —8) = 1+C°‘A+P?MC—-cosB
cot (8 —c) = 1+c"‘A-|1)0‘08B—-cosC

cot (8 = a&) - cot (8 — &) - cot (a—c)—-cota:—g,.
Derhalve

M 8=+t S—B)+ 4 (S —C)—#S
" cot (s—a) 4cct (s — 8)—cot (s —c) —cot s

Men kan in de aangehaalde formulen voor cos S, cos (S — C) enz.
nog de volgende veranderingen brengen, waaruit nieuwe uitdruk-
kingen voor den modulus M zullen ontstaan.

Schrijvende namelijk in elke dezer formulen, voor P zijne waarde
M sin a sin b sin ¢, dan gaan zij over in

c0sS—=—2Msin tasinlbsintec
c0s(S—A)— 2Msinlacostbcos}c
cos (S—B)—= 2Msin} bcoslacosle
cos (S—B)—= 2Msin}ccos}acostb,
welke formulen, bij toepassing op den pooldrehoek, als wanneer M
in _l% overgaat, het navolgende stelsel opleveren

dna:l\% cos} Acos}Beos}C
sin (s —a) = 2 cos } Asin § Bin  C
sin (s —#) =32 cos } Bain{ Asin § O
sin (s—c)= 2 cos} Csin} Asin 1 B.
De som der vergelijkingen van het eerste stelsel geeft, na eenige

herleiding : :
10
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2M six 8 — cos S - ccs (S — A)+-cos (S — B) +- cos (S—C)
of M=casS-|—coa(S — A)+c0s(S — B) 4 cos (S — C)

sins

uit welke formule, na haar op elk der supplements-driehoeken
toegepast te hebben, nog de drie navolgende uitdrukkingen voor
M ontstaan

M= c08 (S — B) 4 cos (S — C) —cos (S — A) —cos S

2 sin (8 — aj

M= % (S-=A)+cos(S—C)—cos(S—B)—cos §
2 sin (8 —6)

— 08 (S — A)—-cos (S —B) —cos (S — C) —cos S
2 sin (s —c)

waaruit weder met behulp van den pooldriehoek de navolgende
verkregen worden:

oS = % {ain s sin (3 — a) — sin (s — &) — sin (2 — c)}
oon (S—A) = % {—sin(s—a)+-sin (s—8) -+ tin (s — ) +-sin s}
cos(S—B) = % § —ain (s — ) -sin (s — a) - sin (s — o) =+ sin s}
con(S—0) = 3§ {—sin(s—o)+sinls —a) + sin (s—8) 4-sins }

Deze laatste vergelijkingen in het vierkant brengende, zoo bekomt
men, na eene lichte herleiding, :

cos3 S 4 cos? (S— A)+ cos? (S — B) 4 cos3 (S -—C)

M= sint 8 + sin? (a—a‘-l-sm’ (8—0) Fsint (s—¢)

Behalve de voorgaande bestaan er nog verscheidene andere merk-
waardige betrekkingen tusschen de zes elementen eens bolvormigen
driehoeks, waaromtrent men met vrucht kan raadplegen, eene be-
langrijke bijdrage van den heer BRETSCHNEIDER, voorkomende in
het XIIe deel van het Journal fiir die seine und angewandte Mathe-
maltik, .

§ XVIL

Oplossing der scheefhoekige drickocken.

99. Even als bij de rechthoekige drichoeken heeft men voor de
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scheefhoekige zes verschillende gevallen van oplossing. De gege-
vens kunnen namelijk zijn: :

1¢. Drie zijden.

2¢. Drie hoeken.

3:. Twee zijden en de tusschen gelegen hoek.

4. Twee hoeken en de tusschen gelegen zijde.

5:. Twee zijden en een hoek over eene van deze zijden.

6:. Twee hoeken en eene zijde over een dezer hoeken.

Achtereenvolgens zullen wij deze gevallen behandelen, bij elk naar
gewoonte de voorwaarden van bestaanbaarheid en een voorbeeld
in getallen voegen. Eigenlijk zou men slechts drie gevallen, het
1e, 32 en 5¢, behoeven op te lossen, omdat de overige door den
pooldriehoek onmiddellijk tot een van dezen kunnen herleid worden.
Doch het is beter en nauwkeuriger om elk geval op zich zelf te
beschouwen. '

Bij elk geval zullen wij als eerste oplossing de formulen zoeken
en behandelen, die tusschen elk der onbekende elementen en de
gegevens bestaan, en deze formulen zijn altijd te vinden, om-
dat alle combinatien van vier elementen in de vijftien grondfor-
mulen voorkomen. Als verdere oplossingen zullen wij nagaan, of
er korter of eenvoudiger wegen bestaan om de waarde der on-
bekende elementen op te sporen.

Ie GEVAL,

Gegeven zijnde de drie zijden a, b, ¢, de drie onbekende hoeken te
viaden.

De gegevens moeten voldoen aan de voorwaarden, dat hunne som
kleiner is dan 360° en de som van elke twee grooter dan de derde.

1e Oplossing. De grondformulen, die de betrekking tusschen elk
der onbekenden en de gegevens uitdrukken’, zijn het stelsel (1),
§ XIII, namelijk ’

cos a = cos b cosc -+ sin b sinccos A ,
cosb—cgsacosc + sinasinccos B,
c08 ¢ = cos a co8 b - sin a sin b cos C.

Hoe hieruit de hoek opgelost en de formule herleid kan worden,
is reeds in de vorige paragraat aangetoond. Daar hebben wij de
volgende formulen, die de hoeken in de zijden uitdrukken, ver-
kregen:

10*
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sin} A= V"”(’_b)‘i“(‘—c), 008-}A=|/“.‘" sin (8 — a)

sinbsinc sin bsinc
ain}B:V“.” 8;.;2);:?_0), coa{-B:_-Vs_i_"_in%';_%.:;—b}
e e e
tang § A=y PG
g =)
tang 1 C=1/ ™" S:n;:‘; z"_gc—)- 5)
sin A = e 62“.” V sin 8 8in' (s — a) sin (8 — b) sin (sf— c)
sfgainB:”.ni‘.M V/ sin 8 sin (8 — a) sin (8 — b) sin (s —c)
'i”c=sina20inb Vsin 8 sin (s — ) sin (s — &) sin (s —c)

Aangaande deze vier stelsels formulen, waarvan elk voor de be-
rekening der hoeken kan dienen, gelden dezelfde opmerkingen als
bij de formulen die in het Ie Geval der rechtlijnige scheefhoekige
driehoeksmeting voor de berekening der hoeken zijn gevonden, zoo-
dat ook hier het derde stelsel de voorkeur verdient wanneer de drie
hoeken gevraagd worden, doch eene formule der beide eerste stel-
sels, wanneer de kennis van slechts één hoek noodig is. Het
vierde stelsel is minder geschikt, omdat het kwadrant der hoeken
onbepaald blijft; toch hebben deze formulen haar nut, zooals in
de toepassingen zal blijken. :

Men zou ook hier een der hoeken door een der bovenstaande for-
mulen kunnen berekenen, en vervolgens de beide anderen door de
sinusformule, doch dit, is niet te verkiezen, omdat de bewerking
niet korter is en niet elk der onbekenden onmiddellijk uit de ge-
gevens berekend wordt.

e Oplossing. Uit de gegevens kunnen eerst de stukken p en ¢
(fig. 42) berekend worden, waarin de basis door de loodlijn uit den
top wordt verdeeld. Men heeft toch (n°. 93)

cosb __ cosa
C8Pp—-— = ——

cosp  cosq’
cos a—cosb __ cosq— cosp
cosa—t-cosh ~ cosq +cosp’

derhalve
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of, volgens eene bekende goniometrische transformatie-formule
((56) § I1I):

tang } (a — &) tang § (2 + 8) — tang } (g —p) tany + (p + q)
gevende, omdat p -¢=c,

. ) —_b
O e
p=gHigte= g —257,

waardoor » en ¢ kunnen berekend worden. Hieruit vindt men
vervolgens de hoeken A en B door de formulen

tang p —tang b cos A , tany g =tangacos B,

tang p _ tang q
tang &’ cO'B"—taraga’

eindelijk wordt C gevonden uit

. nC . 7 .
sinC=""Csin A=2"C sinB.
sina 8in b

dus cos A =

Deze formule geeft twee waarden voor C, waartusschen de keus
bepaald wordt door de opmerking, dat over een grooter zijde een
grooter hoek moet gelegen zijn.

Voorbeeld. 17ij a="716°35'36", b=—>50°10'30" en ¢==40°0"10".

Volgens de 1o oplossing.

.a= 7635 36"
b= 50 10 30
c= 40 010

s— 8323 8 log sin s = 9,9970996
s3—a=— 6 47 32 log sin (s — a)=19,0728716
s—b=— 383 12 38 log sin (s — b) = 9,7385565
s—b= 43 22 58 log sin (s — c) = 9,8368740

log sin (s — 5) =9,7385565 log sin (s — a) = 9,0728716
log sin (8 — ¢) = 9,8368740 log sin (s — c) = 9,8368740

C log sin (s — a) = 0,92741284 Clog sin (s — b) = 0,2614435
C log sin = 0,0020004 C log sin s = 0,0029004

— opg. —opy.
0,5054593 , 94740895
2 R

log tang 3 A = 0,2527296-  log tang } B = 9,5870447
} A= 60°48' 9”9 $B=21° 736",8
A=121°36'19"8 B =42015'13",6



150

log sin (s — a) = 9,0728716

log sin (s — b)=9,7385565

C log sin (8 — c) = 0,1631260

C log sin s = 0,0029004

: _— 0§
i o 8,9774545

log tang } C=19,4887272
}C=17° 7314
C=34%15 2'8

Polgens de 2e cplossing.

~ a= 76°35'36"
b= 50 1030 : :
a+b=126 46 6 L (a4-5)=63°23 3" 1 ty 0,3000683
a—b= 2625 6 +(a—5)=131233 1 tg 9,3705440
¢= 40 010 $e=20 05 1 cot 0,4389014
ltg4(9g—p)= 0095137
Ho—pj= 520855"

je= 2005

9=—+1729 0

p=—232 850
! tg p = 9,7983693 — 1ty 9 ==0,4921067
1 cot =19,9211182 1ot a = 9,37722T1
1 cos A —9,7193875 — 1 cos B —9,8693338
A =121036'19",8 B —=42°15'13"6
Lsin A=99302747 *  1sin B=9,8276379
1 ¢in c — 9,8080926 1 sin ¢ = 9,8080926
9,7383673 9,6357305
1 sin a 7= 9,9880008 1 ¢in b — 9,8853636
1 sin C =9,7503665 1 sin C =9,7503669
C=234152",8 C =349152"9.

De hoek C moet scherp genomen worden, dewijl ¢ 2 zijnde,
ook C { A zal zijn.

Het negatieve teeken van het segment p duidt aan, dat de lood-~
rechte boog CD buiten den driehoek, achter den stompen hoek
A valt.
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II- GEVAL.

Gegeven zijnde de drie hoeken A, B, C, te berekenen de drie zijden.

De voorwaarden van bestaanbaarheid zijn, dat de som der hoe-
ken grooter dan 180°, en de som van elke twee verminderd met
den derden, kleiner dan 180° moet zijn.

e Oplossing. De grondformulen “voor dit geval zijn het stelsel
(4), namelijk

cos8 A — — cos B cos C - sin B sin C cosa,
c08 B = — cos A cos C -+ sin Asin Ccosbh,
08 C—=—cos A cos B —sin A sin B cos c,

gevende volgens de herleidingen der vorige paragraaf:

o=y ) ey R

iy SO W) oy Co R3O

B =
— cos S cos (S—A)

tang }8=V S —B)cs(S—0)
_ . — cos S cos (S—B)
tang 3 6=V S—A)coa(S—0)
__ . ,— cos S cos (S—C)
tang } e= Vcoa (S—A)cos(S—B)
L[]

. ) _ _ L
sina— P S V — cos S cos (S — A) cos (S — B) cos (S C),
""‘6=8TA2273 b — cos S cos (S — &) 008 (S — B) aos (S — ©)
me—___2 - - S —B) cos (S — C
o= "o V' — cos S cos (S — A) cos ) cos ( )

Elk dezer stelsels kan dienen voor de berekeningen; de keus
wordt als in het voorgaande geval bepaald. Ook kan men, een hoek
gevonden hebbende, de beide anderen door de sinusformule be-
rekenen.



152

20 Oplossing. Uit de gegevens kunnen eerst de deelen P en Q
berekend worden, waarin de hoek C door de loodlijn op de basis
wordt verdeeld. Men heeft toch

cos A __cosB

R = P 5 Q

gevende
cos A—cosB __ sinP—sin Q
c0s A4-cosB ™ sinP4sin Q

of tang } (A + B) tang 4 (B— A) =2 1 (P—Q)

tang L (P+ Q)
dat is tamg § (P—Q)=tang } (A +B)tang § (B— A)tang 1 C,
p=C 4 P—Q —C_P—0Q
— 2 —--2 2 ’

200dat nu P en Q bekend zijn.
Vervolgens heeft men voor de berekening der zijden

cosdb—=cot AcotP, cosa—cotBcotQ

mc__.m—-c ma:"-"'—g sin b,

sin A sis B

omtrent welke laatste formule dezelfdle opmerking geldt als bij de
overeenkomstige in het 4e geval
Poorbeeld. Zij A = 66957'3",6. B=97°20'31",6 en C=42°3055".

Berekening der sijde a volgens de e oplossing.

A= 6657 3°,6

B= 972031 6 1 sin B =9,9964245
C—= 423055 1 six C —9.8298097
25 —206 48 30 2 9.8262342

: 0,1737658
S=103 2415 A 1 cos S = 9,3651492
S—A= 362711 5 lcos(S—A)=99054418

29.4443568

lsin } a—9,7221784
16 =314959", « —63°3958"
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Men zil op gelijke wijze vinden .
b="T75%051"3 c=41°9'46".

Berekening der drie sgijden volgens de 2e oplossing.

B= 97°20'31".6

A= 6657 3,6

B4+ A—=16417 35 2

B—A= 302328,0

' = 42 30 55

$(B4A)=820 84T"6 14y 0,8603307
$(B—A)=15 1144 0 19,4339469
$C=21 1527 5 1479,5899856
Iy} (P—Q)= 9,8842632
}(P—Q)= 37°2715"5
JP+Q)= 201527 5

P= 58042'43"
Q—=—16°11'48"
1 cot A =9,6288837 1 cot B =9,1100847 —
1 cot P —9,7837064 2 cot Q —=10,5369080 —
1 cos b = 9,4125901 1 cos a = 9,6469927
b="15°051",6 a=—=63°39'58",1
1 &in a — 9,9524168 ¥ sin b = 9,9849729
1 sin C = 9,8298097 1 sin C = 9,8298097
9,7822265 9,8147826
1 sin A — 9,9638682 Lsin B — 8,9964245

1 8in ¢ = 9,8183583

- 1 8in ¢ —=9,8183581

c=41°9'46" e=41°9'45" 93,

De negatieve waarde van den hoek Q duidt hier insgelijks aan, dat
de loodrechte boog buiten den driehoek achter den stompen hoek
B valt, hetgeen reeds bovendien uit de gegevens was op te ma-
ken, uithoofde de hoeken A en B ongelijksoortig zijn.

IIle GEVAL.

Gegeven zijude twee zijden b, c met den ingesloter hoek A, ls bere-
kenen de derde zijde a en de beide overige hoeken B en C.
.De gegevens behoeven aan geene voorwaarde te voldoen.
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1e Oplossing. De drie grondformulen, welke de betrekking tus-

schen elk der onbekende en de drie gegeven elementen uitdruk-
ken, zjn

cosa—=cosbcoscHsinbsinccosA. . . . . (a)

cotb sinc=sin AcotB—4cosccosA. . . . . (b)

cotcsinbe=3in Acot C—+cosbcosA. . . . . (¢)

Uit deze formulen kunnen de onbekenden worden opgelost en
berekend, doch de uitkomsten zijn niet geschikt voor de loga-
rithmische berekening. Ten dien einde worden zij op de volgende
wijze omgezet.

Uit formule (a) volgt

08 @ == cos b (cos ¢ -+ tang b sin c cos A)

en stellende
tang p =tang b cos A,
wordt co:a:coab(cbcc+n'nctangp)
==cosd CM
cos p

De formulen () en (c) geven:

cot B—

cotbmnc-—cocccosA cot b sine
cot Al —————cosc
sin A cos A )

cotcsinb—cosbcos A cot c sin b
cot C= Py cot Al o A oocb).

Stellende

wordt

cot A sin (c —p)
sin p

cot A sin (c —7),
sin p’

cot B—

eot C=

Voor de oplossing der drie onbekenden heeft men nu het vol-
gende stelsel:

- et ———t
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‘tavgp=—=tang bcos A, tungp' =tangccos A,

v - —
cwa:cosbcos(c p)=coaccos(b ?')

cosp cos p
' tang A sin p
17 =
any B sin(c—p)
tang A sin p'
“0 0= S oms

Vergelijkt men deze uitkomsten met de figuur (fig. 42), dan blijkt,
dat p het stuk AD der zijde ¢, en p' het stuk AF der zijde & voor-
stelt. Door middel van de driehoeken ACD, BCD en ABF, CBF
is het verder niet moeielijk de laatste formulen uit de figuur af
te leiden. '

2e Oplossing. De beide onbekende hoeken B en C kunnen be-
rekend worden door de volgende formulen, tot de Neperiaansche
analogién behoorende, en die het voordeel hebben voor het ge-
bruik der logarithmen geschikt te zjx.

tang} (B —C) =%:%g:_'+—:% cot 3 A,

tany{-(B+C)=g%((_—::_3 cot § A.

Daarna vindt men de zijde a door de sinusformule, of wel door
de volgende betrekkingen, die uit de Neperiaansche analogién en
formulen van Gauss (n° 95) door omzetting verkregen worden.

tang } a = tang L (b c) %g—-'—-_g; =tang 1 (b—c) f:%i%g—i-%
<y sint(b—c)cost A __ sint(btc)sinf A
mmre= Jﬁii,;(Bc)—C) = i B—0C)
co‘*a_coe-}(b——c)cos%A_cos}(b+c)ain1}A
T s@ni(B+C) T csi(B+O) °

De toepassing van deze formulen is niet lastiger dan van de si-
nusformuie, omdat aan de voorgaande berekening verscheidene lo-
garithmen onmiddellijk kunnen ontleend worden.

3e Oplossing. Trekt men uit A (fig. 42) een boog AE loodrecht
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op de overstaande zijden en noemt de deelen van den hoek A
grenzende aan de zijden 4, ¢, Q' en P, de loodhjn zelve ¢, dan is
in de drichoeken ABE en ACE

tang o' —tanycco:Q’ tang b cos P’

derhalve
cos Q' :cos P =tang b : tang c,
cos Q' —cosP' __ tangb—tang ¢
cos Q cos P~ tang b4 targc’
o __sin(b—c)
gevende

. n__ sin(b—c) .
tang} (P'— Q') = m)coth,
P={A+{P'—Q), Q=}A—-{(P'—Q)

en vervolgens ter berekening van B en C
cot B = cos c tang Q', cot C=cos b tang P'.
De zijde ¢ kan nu als in de vorige oplossing of door deformule

sinbsin A __ sincsin A

sing — = d
sin B _8in C

berekend worden, in welk laatste geval men uit de overige ge-
gevens het scherp of stomp zijn der zijde a moet beoordeelen.

Een der hoecken P' en Q' negatief wordende, zoo zal zulks aan-
duiden, dat de loodrechte boog buiten den driehoek valt, terwijl
de soort der hoeken B, C alsdan zal moeten uitmaken, aan welke
zijde de kortste loodrechte boog gelegen is.

De drie behandelde oplossingen, die nog met vele andere kun-
nen vermeerderd worden, samen nemende, blijjkt, dat voor het
berekenen van elk der onbekende elementen afzonderlijk, de 1e op-
lossing de voorkeur verdient, omdat daarbij elk element onathan-
kelijk van de anderen wordt gevonden. Moeten echter de drie ele-
menten berekend worden, dan is de 2¢ oplossing de beste, als
zijnde de kortste en nauwkeurigste voor de bewerking met getal-
len. De 3e oplossing is in geen geval verkieselijk, doch heeft groote
overeenkomst met de 2¢ oplossingen der beide eerste gevallen.
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Foorbeeld. Tij A —669573"6. 5=T50051"3. c=41°0'46".

Berckening der onbekende zijde a en der hoeken B, C, vol-

gens de Ae oplossing.

195 =10,5723798
L cos A = 9,5927520

ltgp =0,1651318
p= 55°38'21",9
e= M 946

¢—p=—14°2835"9

1 cos (c — p) = 9,9859874
¥ cos b — 9,4125929

9,3985803

1 cos p = 9,7515864
1 cos a = 9,6469939
a="73°39'57",8
ltg A =0,3711962
1 sin p=9,167182
0,2978344

¢ sin (¢ — p) = 9,39THN 44 —
ltg B =0,8899200 —

B = 97020'31",3

1ty c = 9,9/416840
1 cos A — 9,5927520

1ty ' = 2,5344060
7/ =1895345"7
5="15 051 ,3

b—p'=56° T 56
2 cos (b —p') =9,7462302
1 cos ¢ = 9,8768042

9,622934%
1 cos p' = 9,9759406

1 cos ¢ — 9,6469938
4=63°3957"8

ltg A=0,3111162
1sinp' = 95103464

9,8813626
lain (b—p') = 9,9191773

119 C = 9,9622853
C = 32030'55",0.

Volgens de 2¢ oplossing,

b= 75° 0'51",3
ce=4M#M 946
b—c—=— 3351 5,3
b4-c=116 1037 ,3
(b—rc) = 16°355'32",6
Ho—+<c)= 58 518 ,6
A — 6657 3"6
1A= 33 2831 ,8



158

1 sin } (b—c) = 9,4640895
L sin § (b-c)=9,9288390

1 cos } (b—c) = 9,9807680
1 cos } (64c) = 9,7231343

0.2576337
0,1796207

1t9(2F0) = 0 4312504
$(B+0) = 69955'43",2

9,5352505
I cot § A=0,1796207
1y (52) =9, 1118m2
2 ’
§(B—0)=27°24'48"0
3 (B+C) =69 5543 ,2 ‘
B=97 2031 ,2 C=42 3055 2

1ty } (64-c) = 0,2057046
cos § (B+C)=9,5355343
9,7412389

2 cos § (B—C)=9,9482703
ltg ¥ a = 6,7929686

$ a=31°49'58",8
a=63°39'57",6

Lsin } (6 —c) =9,4640895

lcos + A =9,9212295

-~ 9,3853190

Lsin § (B—C) =9,6631413

1 sin }a=9,7217717

1 a=231°49'58",9
a—=63°3957",8 .

De leerling oefene zich verder in het berekenen der onbekenden,
volgens de formulen der laatste oplossing.

IVe GEVAL.

Gegeven zijnde eene zijde a met de beide aanliggende hocken B en C,
te vinden den derdem hoek A, benevens de beide onbekende zijdem b, c.

De gegevens behoeven aan geene voorwaarde te voldoen. Daar
de oplossingen geheel overeenkomen met die van het voorgaande
geval en alle formulen daaruit zelfs onmiddellijk kunnen afgeleid
worden door de hoeken door de supplementen der overstaande
zijden en omgekeerd te vervangen, zullen wij slechts het voornaam-
ste meédeelen en de bewerkingen aan den lezer overlaten.
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e Oplossing. De drie grondformulen voor dit geval zijn

c08 A = — cos B c08 C —sin B sin C cos a
cot b sin a = sin C cot B - cos a cos C
cotc sin a == gin B cot C 4~ cos a cos B,

gevende door oplossing der drie onbekenden en herleiding het vou
gende stelsel:

cot Q = tang B cos a cot Q' = tang C cos a

coaA -_cos Bcos (C—Q) __ cos Ccos (B — Q)
- sin Q - sin Q'
‘._. cos Q
tang b —=tang a GHCTQ‘) ,
lang ¢ =tang a — 2% o .
cos (B— Q)

Deze formulen kunnen weder uit de figuur afgeleid worden, wan-
neer men bedenkt, dat de ingevoerde hulphoek Q juist den hoek
BCD en evenzoo Q' den hoek CBF voorstelt.

2e Oplossing. Met behulp der Nep. analogién, laten zich de on-

ende zijden berekenen door de formulen

w0—g=5t =Dy,
tg*(b+c)=%§%—:?gg tgta,

€n vervolgens de hoek A door eene der formulen

ty-}A'—‘i”i(b:.’)cot-}(B—C),

T sind (b4c)

__cos}(h—c)
; —cos3(B—C) ., __cos}(B4C) '
s Y= M R T L

—sni(B—C) . —%n3(B4-C)
@}A—#é(b'_—g)- nn}a_m)_coc}a,

‘waarin de beide eersten aan de Nep. analogién, de beide laatsten
aan de formulen van Gauss ontleend zijn.

3e Oplossing. Men trekke den loodrechten boog AK, en stelle
de segmenten CE, BE=7p/, ¢, dan vindt men gemakkelijk

-0 B0,
P=%ai(p'—¢)  g=ta—i(e'—g)
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De gegevens zullen hier onmddellijk doen kennen, of de gemelde
boog binnen of buiten den driehoek valt.

Vervolgens heeft men ter berekening van & en ¢
Yy

tyb:c

_t9¢q.
08 C * tyc—cosB’

kunnende de derde hoek A, hetzij even als in de vorige oplossing,
hetzij door de meer eenvoudige formule

sin . 8nC
nnA_sma—-B =SNG ——
8in b . simc

worden berekend.

Poorbeeld. Zij a —180°1912"5. B=57°1312. C=120°0'25"
Men zal, door de toepassing van de hiervoren opgegevene for-
mulen, vinden

A=8793552". 5=53°1'11"46. ¢=—124°383"42.
Ve GEVAL.

Geyeven zijnde twee zijden a, b met een der overliggende hoeken A,
te vinden de beide overige hocken B, C, benevens de onbekende zijde c.

Dit en het volgende geval behooren tot de zoogenaamde fwijfel-
achtige gevallen , dewijl de gegevens zoodanig kunnen zijn, dat zij
gelijktijdig op twee verschillende driehoeken van toepassing worden,
gelijk uit de navolgende beschouwingen zal blijken; welke omstan-
digheid men reeds in het VIe geval der rechthoekige driehoeken -
heeft leeren kennen.

Zonder vooraf de onbekende elementen te berekenen, zal men uit
de gegevens onmiddellijk kunnen opmaken, welke der beide om-
standigheden hier zal plaats vinden.

Immers, onderstellendein de eersteplaats dat @ > 4 ena—+b > 180°;
dan zal ook A > B en A+ B > 180°. Daar nu Atniet scherp noch
recht zijn kan, zoo stelle men A —90° 4+ A’ en B—=90°+ B/,
dan zal aan beide voorwaarden voldaan worden, indien A’ > B’,
doch zulks zal evenzeer het geval zijn, indien men B door zijn
supplement 90°—B’ vervangt.

+ Laat in de tweede plaats a << en a 44 <~ 180° ondersteld wor-
den, dan zal ock A < B en A+ B ¢180°. Daar nu A hier niet
stomp noch recht kan zjn, zoo zjj A =909 — A’en B=90°—B/,
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dan moet A’ > B', en men ziet, even als hiervoren, dat zoo wel
de hoek B, als zijn supplement 90 -+ B’ aan de beide laatste voor-
waarden zullen voldoen. In dit en in het voorgaande geval kun-
nen er alzoo fwee verschillende driehoeken met de gegevens bestaan-
baar zijn. Geen driehoek zal echter mogelijk zijn, indien in het
eerste geval A < 90", en in het tweede A > 90°. _

Heeft men echter ¢ > 4 en < 180° — & of a6 < 180, dus
00k A> B en A4 B < 180° dan kan A zoo wel scherp als stomp
zijn. Stelt men nu A =90° — A’ en B=90° — B', dan zal het
supplement van B thans niet in aanmerking kunnen komen, uit
hoofde hierdoor A < B wordt. Stellende daarentegen A =900-4A’
en B=90° —B', dan zal men het supplement van B insgelijks moe-
ten verwerpen, vermits anders A 4B > 180° wordt. Uit de hier
aangenomen onderstelling volgt daarenboven 25 < 180° en 2B <180°,
zoodat de zijde b met den overstaanden hoek B gelijksoortig is, en
dus beide scherp moeten zijn.

Stelt men eindelijk nog & { 4 en a5 » 1809, dan zal het op
gelijke wijze als voren blijken, dat hier slechts ééne waarde van B
aan eene der voorwaarden A { B en A4 B ) 180° zal kunnen
voldoen, en men tevens zal hebben & > 90° en B > 900,

Op grond dér voorgaande redeneeringen kan men thans den na-
volgenden regel vaststellen, ter beslissing in het twijfelachtige geval.

Is pamelik A > 90°, & > b en a5 > 180°
of A 90 a<d bena4b<K 180,

dan heeft de hoek B #wee verschillende waarden, die met de ge-
gevens bestaanbaar zijn.

Is echter a>b en a5 1800,
of alb en a4 > 1800,

dan zal de hoek B slechts ééne waarde kunnen hebben, en altijd
gelijksoortig zijn met de overstaande zijde &.

Men kan den voo:gaanden regel nog eenvoudiger aldus voorstellen:

Er zal slechis één drichoek mogelijk zijn, zoodra de zijde a tusschen
de zijde b en haar supplement 1800 — b gelegen is; B en b zullen
alsdan gelijksoortiy zijn. In ket tegenovergestelde geval zullen er twee
drichocken kunnen bestaan, mils de hoek A met de zijde a gelijksoor-
tig zij.

de Oplossing. De drie grondformulen, in dit geval te gebrui-
ken, zijn: ‘

11
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sina __ sin -
=i mEB S ()]
cosa—cosbcosc{sinbsinccos A . . . . . (b)
cotasnnb—sinCcot A+t cosbeosC . . . . (c)
Uit (a) volgt
.o sinbsinA
MB_T‘—-— B (]

en deze formmle geeft twee supplementaire waarden voor B. Of
zij beiden dan wel een van beiden moeten gebruikt worden, is
vooraf volgens bovengenoemde regels uit de gegevens afgeleid. In
alle gevallen wordt voor de bestaanbaarheid vereischt, dat

sinbsin A ( sina,
hetgeen overeenkomt met de eigenschap dat de loodlijn uit C neer-
gelaten Kleiner of grooter dan de zjde & moet zjn, naarmate zj

beiden scherp of stomp zijn.
Stellende sin 5 sin A— sz @, dan vindt men gemakkelijk uit (o)

tano (45° — 1B tang § (a —9)
welke formule ook twee waarden voor B oplevert en bijzonder
dienstig zal zin, in geval die hoek weinig van 90° verschilt en
alzoo door zijn sinus niet nauwkeurig kan bepaald worden.
Om wt de verg. (8) het onbekende element ¢ op te lossen,

schrijve men

maimb(mc+mcl¢nybmA)
en stelle
tangbcos A —tang p |
dan wordt

ma___‘oosbcoc(c -p)’
i cos p

of. nemende c—p=—yq

cosbeosq
=y

cosa

derhalve
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€08 G co8 p
cos b

en c==p+4q
Het dubbele teeken dient hier om aan te wijzen, dat uit cosq
zoowel de positieve als de negatieve waarde van ¢ moet genomen

worden.
Op die wijze ontstaat de dubbele waarde van ¢, die in eene en-

kele overgaat wanneer ¢ > 2.
Om uit formule (c) de onbekende C op te lossen, ga men aldus

te werk:

208 ¢ =

sin C cot A
cosd

cot a=cot b ( -+~ cos C)

cot A

oy tang P

Zj

dan wordt:

eota _cotbeos(C—DP)
- cos P L

of, stellende C—P=Q,
cos P tang b

tang a

C=P+Q;

aangaande het dubbele teeken van Q valt hetzelfde op te merken
als bij ¢.

Voor de oplossing der drie onbekenden heeft men nu het vol-
gende stelsel formulen

cos Q —

sin b sin A

sin B=""_
sina
tangp=tangbcos A, cot P=—cosbtang A,
cos g == 28082 coaQ:tanybcosP

cos b tang a

c=p+g, C=P+Q.

Deze formulen kan men ook onmiddellijk uit de figuur afleiden,
‘wanneer men bedenkt (fig. 42), dat  en ¢ juist de stukken voorstellen
waarin de zijde ¢ door de loodlijn uit het overstaande hoekpunt
wordt verdeeld, en evenzoo P en Q de overeenkomstige deelen van
den hoek C; dan heeft het dubbele teeken betrekking op de ge-

: 11
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vallen, dat de loodlijin CD binnen en buiten den driehoek valt.
2: Oplossing. De hoek B wordt eerst op dezelfde wijze bere-
kend, namelijk door de formule:

dnB:M........(a)

sina
men vindt daarna de elementen ¢ en C door middel van de vol-
gende aan de Nep. analogién ontleende formulen :

coe{-!A B)
008 i ( A—B) tang } (a—9),
sin { (@ — b) cos 3 (a—5)
i 5 cot § (A—! B):_&)W cot  (A+B).
Heeft men nu uit (¢) twee waarden voor B gevonden, dan moet
men ze achtereenvolgens in deze formulen overbrengen enverkrijgt
hierdoor de overeenkomstige dubbele waarden voor ¢ en C.
De voor- en nadeelen van elk der beide oplossingen zullen den
aandachtigen lezer ook zonder nadere omschrijving in het oog
springen.

tang } c = ﬁ*_(A_"'_B_). tang } (a—b

tang 4 C=

1e Poorbeeld. Z1ij a=50°10"30". 5=40°0'10". A —42°15'14",

Hier is a tusschen & en 1809 — & gelegen, zoodat er slechts één
driehoek met de gegevens bestaanbaar is, zullende B gelijksoortig
met 5 en dus < 90° zijn.

Berekening volgens de de oplossing.

1 sin & — 9,8080926
1 sin A — 9,8276387

9,6357313
1 sin a — 9,8853636

1 sin B —9,7503677

= 34°15'3"2.
1tg 5 —9,9238563 7 cos a — 9,8064817
1 cos A —2,8693330 1 cos p —9,92N471
ltg p=19,7931893 9,7356288
p=31°50'46" 1 cos 5 = 9,8842363
g=44 4450 1 cos ¢ = 9,8513925
¢ =176°35'36" g = 44°44'50"

{

o p————— e ——np—
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¢ is hier gelijk de som der segmenten » en ¢, uithoofde ¢ > »
en dientengevolge de loodrechte boog binnen den driehoek valt.

i cos 5 — 9,8842363 19 5 =9,9238563
ltg A —9,9583058 1 cos P = ¢,7567851
cot P =9,8425421 1 cot a —9,9211182
P= 55° 959" 1 cos O = 9,6017596
Q= 66 2621 Q =66°26'21"

C=121°36"20"
20 Poorbeeld. Gegeven a—=65°33'40". $=78020'30". A—=03°18'20".

In dit voorbeeld ligt « niet tusschen & en 180°—4, zoodat er
twee verschillende driehoeken mogelijk zijn. Men zal vinden

B— 73'5755"2 B=106° 2' 48

C=102 5392 4 C= 331910 4

c= 96 3724 2 e= 64 217 4
VIc GEVAL.

Gegeven zijnde twee hoeken A en B met cene tegemoverliggende sijde
a, te vinden de beide overige zijden b, c, benevens den derden hoek C.

De beoordeeling over het al of niet bestaanbaar zijn van twee
driehoeken , die met de gegevens overeenstemmen, geschiedt met
behulp van den navolgenden regel, welke door eene gelijksoortige
redeneering als die voor het Ve geval, verkregen wordt, en daar-
enboven uit de beschouwing van den pooldriehoek af te leiden is,
te weten:

Is a > N A >B en A--B > 1800,
of 3{9* A<XB en A+ B ( 1809,
dan heeft de zfjde & twee verschillende waarden.

Is echter A>B en A+B < 1800,
of A<B en A+4B > 1809,

dan bestaat er slechts ééne waarde voor de zijde &, welke alsdan
met den hoek B steeds gelijksoortig zal zijn. Men kan dezen regel
insgelijks aldus voorstellen.
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Er zal met de gegevems slechts één drickock overeenstemmen , indien
de hoek A tusschen den hoek B en zijn supplement gelegen is; B en &
zullen alsdan gelijksoortig zijn. In het tegenovergesielde geval sullem er
twee drichocken bestaan, mits A en a gelijksoortig zijn.

1e Oplossing. De grondformulen voor dit geval dienstig, zijn

sina __ sin b
sinA " sinB’
c08 A — — cos B cos C - sin B sin C cos a,
cot a sin ¢ = sin B cot A —-cos c cos B.

Door gelijksoortige herleiding als in het voorgaande geval ver-
krijgt. men het volgende stelsel voor de berekening der drie onbe-
kenden:

sin b — 4in a sin B

— Tan A
tang g —tang acos B, tangQ—cocatanyB
. __singtangB . _cosAamQ
“”P—_WA—’ sin P = cosB
1800 —p+¢ - |180°—P+Q.

Ook deze formulen kunnen gemakkelijk uit de figuur worden af-
geleid, wanneer men nagaat, dat » en ¢ de stukken der zijde ¢
en P en Q de deelen van den hoek C voorstellen. De dubbele
oplossing wordt veroorzaakt door de beide supplementaire waarden,
die uit sin p en siz P gevonden worden, terwijl slechts de positieve
waarden van ¢ en C in aanmerking komen.

Uit de eerste tormule volgt datin alle gevallen voor de bestaan-
baarheid vereischt wordt

sinasin B > sin A.

Voor waarden van § dietot 90° naderen, gebruike men de formule

o= =

waarin sin @ =gsin a sin B.

2¢ Oplossing, Men berekent eerst de zijde b uit de formule

sinasinB

sin b= oy
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en daarna ¢ en C door dezelfde Nep. analogién als in de 2¢ op-
lossing van het voorgaande geval. Alie opmerkingen daar gemaakt,
gelden ook hier. Is eene der beide grootheden C en ¢ door de Nep.
analogién verkregen, dan kan de andere ook door de sinusformule
worden gevonden.

1e Voorbeeld. Zij a —=109°15'33", A =13905352". B=42042'46".

Hier is A > B en > 180°— B, zoodat er twee drichoeken met
de gegevens zullen overeenstemmen.

Berekening volyens de 2e oplossing.

I sin a — 9,9749887
i stn A —9,8089892
(*) 0,1659995
¢ sin B=9,8314369
1 sin b= 9,9974364
b—83946'50"
en 6=—96°1310"

A =—139953'52"
B—= 42 4246
A+B=182 3638, }(A-i-B)=91°1819" i sin9,9998872
A—B= 9711 6, }(A—B)=148°3533" I 98750755
0,1248117
a=—=109°15'33"
b= 83 4650
a—b= 25 2843, }(a — 8)=12044'21"5 11y 9,3542635
ltgte= 94790752
1 ¢=16946'13",2
¢==33°32'26",4
a=—109°15'33"
b= Y6 1310 9,4248117
a—b= 13 223, 4(a—06)=06°3111"5 Ity 9,0579959
ltge= 9,1828076
je= 893942",2
c=17°1924",4
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Berckening van den hock C en de zijde ¢ volgem

de e oplossing.
1 cos a — 9,5183056 — 1 sin Q = 9,9807449 —
1ty B =9,9652894 1 cos A = 9,883(026 —
1 cot Q = 9,4835950 — 9,8643475 4
Q=-—13° 351",2 1 cos B—=9,8661475

1 sin P == 9,9982000
P=284%713"5 en P= 95°12'46",5
Q=—73 3512 Q=-—"1T3° 351 ,2

C=P+Q= 1194322"2 C=P+Q= 22° 855,3

1 sin C =9,3078766 1sin C = 9,5763547
() =0,1659995 (*) = 0,1659995
Lein c = 9 4738761 1 sin ¢ — 0,7423542
e=1791924" 6 c=3393226"1

De beide waarden van cmoeten { 90° genomen worden , vermits
C < A 7zijnde, ook ¢ < a moet zijn.

‘Aanmerking. De eerste wijze van berekenen der twee waarden
van ¢ is in zoo verre verkieslijker boven de tweede, vermits uit
deze laatste niet rechtstreeks kan opgemaakt worden, welke der
beide reeds gevondene waarden van de zijde 4 met die van den
hoek C of van de zijde ¢ overeenstemmen.

2: Voorbeeld. Z1ij a=—38°1515"2, A —118°50'. B —=40°135".

Hier ligt A tusschen den hoek B én zijn supplement, zoodat er
slechts één driehoek mogelijk is. Men zal vinden

5=27°9'9"44. c¢=17°9'26"64. C —24°40'11".

100. Zie hier nog eene meetkundige beschouwing, welke tevens
tot nadere toelichting der beide twijfelachtige gevallen zal kunnen
strekken.

ADA'd (fig. 44) verbeelde een grooten cirkel des bols, AA’ den
halven omtrek van een tweeden grooten cirkel, loodrecht op het vlak
des eersten staande, en waarop een willekeurig punt P genomen
is, zijnde PA <C 90°. Men trekke door dit punt onderscheidene
bogen van groote cirkels Bf, Ce, Dd enz., dan zullen de gedeelten
PB, PC enz. achtervolgens toenemen, zoodat de loodrechte bogen
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PA, PA’, de kleinste en grootste afstanden van het punt P tot den
cirkelomtrek ADA’d zullen voorstellen. Immers , in den rechthoe-
kigen driehoek PBA zal [_ B scherp, en dus AP <C BP zijn. In
den driehoek PCB is |_ C insgelijks scherp, doch |_ B stomp,
dus PB-( PC enz. De scherpe hoeken B, C enz. zullen achtervol-
gens verminderen tot in het punt, dat op 90° afstand van A ligt,
waarna die hoeken op nieuw zullen aangroeien, om in het punt
A’ gelijk 909 te worden. Onderstelt men verder dat de punten E
en F op gelijke afstanden van het punt A’, als de punten C
en B van A verwijderd zijn, dan zal ook boog AB = boog Aé en
AC=Ac, dus ook PB="Pés en PC = Pc zijn. Nu toont de figuur
ten duidelijkste aan, dat de driehoeken CBP en CiP twee gelijke
zijden met een gemeenschappelijken hoek C over eene dezer zijden
hebben , en zulks insgehjks het geval is met hunne supplements-
driehoeken fPe, FPe, Voor de beide eersten zal blijkbaar

- C 7 9°, BP<PC, PB4 PC < 1809,
en voor de beide laatsten
Le< 90 Pf>Pe en PFf4-Pe> 180°.

Met de driehoeken DBP, DiP, en hun supplements-driehoek
zal zulks evenzeer het geval zijn.

Beschouwt men daarentegen den driehoek PFC, dan blijkt hier-
uit dat er met de gegevene zijden PF, PGen den overstaanden
hoek F, slechts één driehoek mogelijk is, dewijl in den driehoek
FPc, de zijde FCc > 180° wordt, en zulks eveneens zou plaats
vinden bij zijn supplements-driehoek Ple, samengesteld uit de
zijfden Pe, P&, en den hoek‘b. Voor den eersten dezer driehoeken
heeft men

" CP ¢ FP en CP-+FP ¢ 180°,
voor den laatsten daarentegen, zal
Pe > Pb en Pe4-Pb ( 1800,

hetwelk alles met de vroeger opgegevene voorwaarden overeenstemt.
Voor het VIe geval is het onnoodig eene afzonderlijke figuur te
ontwerpen, dewijl de daartoe betrekkelijke voorwaarden, door mid-
del van den pooldriehoek , onmiddellijk uit die voor het Ve geval
kunnen afgeleid worden.
101, Ofschoon de hiervoren vermelde eigenschappen steeds vol-
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doende zijn, om allen twijfel op te heffen nopens de beslissing of
een der elementen eens driehoeks scherp of stomp aan te nemen
- zij, achten wij het echter niet ondienstig, hier kortelijk in eenig
onderzoek te treden aangaande de onderscheidene gevallen, die zich
in elken driehoek, ten aanzien van het scherp ot stomp zijn der
zes elementen , kunnen voordoen.

In de eerste plaats laat zich gemakkelijk betoogen, dat indien
elke der drie hoekenscherp is, de drie zijden alsdan insgelijks scherp
moeten zijn. Immers, daar de loodrechte boog CD (fig. 42) in
dat geval binnen den driehoek valt, en elk der hoeken P, Q scherp
is, zullen de zijden AC en BC eveneens scherp moeten zijn (n°. 83),
terwijl het op gelijke wijze blijkt, dat zulks met de derde zijde
AB eveneens zal plaats hebben.

Beschouwen wij in de tweede plaats een driehoek wiens hoeken
allen stomp zijn. De loodrechte boog valt alsdan wederom binnen
den driehoek, doch hier behooren twee verschillende gevallen ten
opzichte der hoeken P en Q onderscheiden te worden. Deze kun-
nen namelijk beiden scherp, of een derzelve, bijv. P, kan stomp,
en de andere scherp zijn. In het eerste geval zal elke der zijden
AC en BO stomp moeten zijn, en aangezien elk der segmenten
AD en BD scherp is, zoo kan AB scherp of stomp zijn. In het
tweede geval is de zijde AC scherp en BC stomp, doch aangezien
AD gelijksoortig met den hoek P, en dus stomp is, zal ook AB
stomp moeten zijn; uft welk een en ander gemakkelijk op te maken
valt, dat men, bij drie stompe hoeken, zoo-wel drie stompe zijden,
als twee stompe en eene scherpe zijde kan hebben, in welk laatste
geval de scherpe zijde noodzakelijk over den kleinsten hoek zal lig-
gen. Wanneer wij dan het scherp of stomp zijn van eenig element
des driehoeks, kortheidshalve door bijvoeging van de letter s of
S aanwijzen, dan verkrijgen wij reeds de drie navolgende gevallen:

As, Bs, Cs as, bs,cs. . . . . . (1)

o (aS,48,¢8. . . . . . (2

AS, BS, €S {aS, B,e. . . . . . 3

Passen wij thans elk dezer drie gevallen op een der supplements-

driehoeken toe, waartoe wij dien op de zijde ¢ beschreven kiezen,

dan ziet men gemakkelijk in, dat hieruit nog de navolgende geval-
ler: voortvloeijen:

AS, BS, Cs aS,88,¢es . . . . . . (4

_ a8, bs, cS. . . . . . (B)
As; Bs, CS { Y )

as, bs, cs,
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Gebruikt men hierbij den supplements-driehoek op de zijde &,
dan geeft ons het derde geval nog het volgende

As, BS, Cs. a8, 68, ¢S. . . . . (D

Uit dit alles blijkt alzoo dat er hoogstens zeven gevallen mogelijk
zijn, te weten:

1°.  Drie scherpe kocken met drie scherpe zijden.
9. 4D"_e stompe hocken, met {ee:t scherpen fntwee stompe hoeken.
drie stompe zijden.
3°. Een scherpe en twee stompe hoeken, met eene scherpe en twee
stompe 2zijden.
drie scherpe zijden.
eene stompe en twee scherpe zijden.

eene scherpe en twee stompe zijden.

4%, Een stompe en twee scherpe
koeken , met

Aangezien de zijden en hoeken eens bolvormigen driehoeks, gelijk
reeds in n°. 73 opgemerkt is, overeenkomen met de zijvlakken en
standhoeken van een drievlakkigen hoek, wiens hoekpunt in het
middelpunt van den bol ligt, zoo zal het onnoodig zijn hier bij te
voegen, dat de thans afgehandelde zes gevallen der bolvormige drie-
hoeksmeting, evenzeer toepasselijk zijn op de berekening van drie
der zes elementen eens drievlakkigen hoeks, wanneer de drie overige
gegeven zijn.

§ XVIIL

Over de oplossing van cenige gevallen der drickocksmeting door
middel van omeindige reeksen.

102. Zoowel in de vlakke als in de bolvormige driehoeksmeting
bestaan enkele gevallen, welke vatbaar zijn om met behulp van
convergeerende reeksen spoedig en nauwkeurg opgelost te worden.
Deze wijzen van oplossen zijn gegrond op de navolgende ontwikke-
lingen, waarvan het betoog te vinden is in onze Lessen over dy
Aoogere Algebra § 268, te weten:

.
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asing \__ . a3 . a3 . at .
By (1_'_“000 ) asing— o-sin 2¢+§m¢ 3¢p—zm¢4¢+enz. (A)

-}Btg(tyaamq:):aai»¢+(gsin3¢+%:sin5¢+enz. B

-}Bty(fyacoalq:)zacoaqa-—%’coa%-l--agscoa5q>-—~enz. . . (0

waarin a=—={y { o.
Nioy V' (1 + a* 4 2¢ cos ¢)
2
=-acosp — ‘12/ cosRg + a_g 08 Sp — % cos bop +enz. . . (D)

De reeksen (A) en (D) zijn van onmiddellijke toepassing op het
Mle geval der vlakke drichoeksmeting, waarin tot de gegevens be-
hocren twee zijden a en 5 met den ingesloten hoek C. Men heeft
alsdan, ter bepaling van een der onbekende hoeken A', zoo als uit
fig. 6 gemakkelijk op te maken is, de formule

. 2 5inC
tg A= asinC — )
b—a cos C 1—%.(:030
—Z;n'nC
of A =tboogty | —
'1-2_0030

Schrijvende' thans in de reeks (A) voor z, de breuk — % , dan

komt er, na omkeering der teekens

A= g sinC+; 61“"20—'_ — mt 3C +-enz.,
welke reeks, waardoor de boog A in deelen van den straal uitge-
drukt wordt, des te spoediger convergeeren zal, naarmate de verhou-

ding % i eene geringer waarde heeft. Wil men dezen boog in se-

mmden uitdrukken, dan zal, omdat de boog, wiens lengte gelijk

aan den straal is, een aantal secunden bevat voorgesteld door
1 :

sin 1" X

menigvuldigen , of wel elken term der reels door sin1" te deelen

ziin. En aangezien voor kleine waarden vamp, het product p sin 1"

206264",8, de waarde van A met dit laatste getal te ver-
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door siz p" mag vervangen worden (n° 21), zal men de voorgaande
waarde van A aldus kunnen voorstellen:

A—"C sin C + a? sin2C , a3 sin3C

b sind” = 6% sin2" | 8% #n3’ +enz.

Is daarentegen —Z >1, dan zal men 1 plaats van den hoek A,
den hoek B berekenen door de reeks
b sinC 52 8in 2C 43 sin 3C

a sinl” ' a? sin2" a® sin3’

B=

-+ enz.;

zoodat men in elk der beide gevallen van eene convergeerende reeks
kan gebruik maken.
De onbekende zijde ¢ heeft tot waarde

=V (a3 +5* — b oo Q) =3V A+ 2 — % cas ).

Hierop de reeks (D) van toepassing makende, bekomt men terstond

Nloyc:Nla—i-coaC 1 b—- 20—1 -b— 08 3C — enz.,
a 2 a? 3 a®

of i1 gewone logarithmen rekenende,

'lb

loyc_loya—M( cos C -+ 32 coaf..’C+1 L

coa3C+enz )

ziinde hier M de modulus van het gewone of Briggiaansche loga-
rithmen-stelsel.
103. Elke vergelijking van den vorm

typ—=ntga

waarin de hoek ¢ de onbekende voorstelt, is vatbaar om met be-
hulp van eene der voorgaande reeksen te worden opgelost.
Uit die vergelijking volgt namelijk

lga—tgp __(1—n)tga
T 1 +ilgetge” A4ntgla

—(A—=mnanccsa _ (1 — n)sin 2a
cosd a+nsinda 1+n+(i—n)co.92a

tg (e — @) =
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Stellende hierin Kortheidshalve ::: =m, dan zal de recks (A)

onmiddelljjk geven

— o—DB¢ m sin 2a
= B‘//('l-l-mcosﬂa)

. ’ . 3 .
=mam2a—1”2- sin bo - %- sin Ba — enz.,
of in secunden rekenende

msin2a . m?3 sinfa m3 sin Ga
sinl” in2 and +ons. - (E)

P=a—

Heeft men daarentegen ¢ uit ¢ te bepalen, dan behoeft men hier-
toe in de voorgaande reeks slechts « en ¢ onderling te verwisse-

len, en voor =, te schrijven -:—, of hetgeen hetzelfde is, m te ver-

vangen door — m, waardoor men verkrijgt

_ msin2p |, m? sin b m’sm&p
s=o+ oy L sin 2" + gy T - ()

Blijkbaar zullen de reeksen (E) (F) des te spoediger convergeeren,
naarmate 2 minder van de eenheid verschilt.

Indien echter @ eene geringe waarde heett en # { 1 is, zal het
verkieselijk zijn zich ter bepaling van ¢ van de reeks (B) te bedie-
nen, welke, wanneer men » =sin § stelt, terstond geeft :

%:ta sm1.+ ,}aam3‘9+ “a”ngﬂ+enz (@

104. De bolvormige rechthoekige driehoeken leveren de navol-
gende gevallen op, welke voor eene berekening met behulp van

eene der voorgaande reeksen vatbaar zijn.
19, Gegeven zijnde de hypothenusa c en de scheve hock A, te vin-

den de zijde b en den anderen hoek B.
Ter bepaling der zijde & heeft men de formule

tgb=cos Atgc.

Door toepassing der reeks (E), vindt men, vermits n==cos A en

A —ecosA__ ,,
e ey Sk A R
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am 60

6_c—tg:;A%“’£+u,&A .-t“A ° 4 onz.

Tot de convergentie dezer reeks wordt gevorderd dat A < 900 zij.
De zijde & laat zich insgelijks berekenen met behulp der reeks (C),
gevende alsdan

o8 3A

cos A cos HA

s 5 —_
-ty }c +tg }camf)' enz,

Van elke dezer reeksen kan in de sterrekunde een nuttig gebruik
gemaakt worden ter berekening van het verschil tusschen de zons-
lengte en rechte opklimming.

Op de formule

cot B=1g(90° —B)==cosctg A,

welke ter bepaling van den scheven hoek B strekt, kan men ins-
gelijks de reeksen (E) en (C) van toepassing maken, waardoor men
bekomt

sin 2A sin 4A

—enz.

900 —B— A—ty’}c + gt ke —

cos 50

— Nz,

850 —iB= ty*Acoac _ts*Acoa +t‘-}A

20, Gegeven zijnde de rechthoekszijde b en de scheve hoek A, te
vinden de zijde a en de hypothenusa c.
Hiertoe dienen de formulen

tga—=—sinbig A,
tgc=1tg bsec A.

De toepassing der reeksen (B), (E) cp de eerste dezer formulen geeft

gind

,}a:ty}A“.

8in 36 +i A sm +enz.

sin LA
2"

a=A—1t2 1}V ”_’%A gt} 8 = — enz.,

ziinde hierin ¢’ — 900 — ¢,
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De reeks (F) op de tweede der voorgaande formulen toepassende,
bekomtmen

am 46 S 1 ons.

c_b+tg=,tA“”1, +gt A 22

3°.  Gegeven zijnde de beide rechthoekszijden a, b, te vinden een der
scheve hoeken A.
Uit de formule

tg A= tLa _tgaaec(90°-b)

volgt insgelijks door toepassing der reeks (F), en stellende 90— /==’

gt} ¥ ’—ﬁm“+ enz.

8in 2

, 8in 27

A —a+4-ty2 16

105. Bij de scheethoeklge driehoeken doen zich de navolgende
gevallen voor, welke met behulp der oneindige reeksen kunnen op-
gelost worden.

1°.  Gegeven zijnde twee zijden a, b met den ingesloten koek C, te
vinden de onbekende hoeken A, B en de derde zijde c.

De onbekende hoeken worden hier berekend door de beide Ne-
periaansche analogién

iA+B)="230=0 o wi@—=0, 9500

co8 § (a =+ %) cos 1 (a+t')
sin i a—b)c sind(a—1b)
ty }(A— B) ;m'—) 11 C= am}(a+b)t g (90° — §0)

Bij toepassing der reeks (E) vindt men gemakkelijk

*(A+B)=900_%c+nain0_n3sin20+u‘sin3C_eM.

sinl” sin 2" sin S
waarin @ =0 o0} a4 1) _
. ”_008-}(a—b)+cos.}(a+b)_tg*“tg‘}b
— meinC__m?3in2C __ m3 sin 30_
;(A—B)'—%o—‘l‘c—' sind’ - sin O sin 3" enz,

sind(@a4b)—sinf(a—28) 74 X2

waarin - m = Snf(aro)Fomd(a—0) — tyia
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De eerste dezer reeksen zal convergent zijn, zoodra 2 { 1 of
tgla< cot}b, dusa-b< 180°.

In het tegenovergestelde geval, kan men haar vervangen door de
navolgende, welke zich daaruit met behulp van den supplements-
driehoek op de zijde ¢ beschreven, laat afleiden

1sin C 1 sin 2C 1 sin 3C

nenl” | wdsn2 ns sin 3"

(A +B)=9094 }C—

en welke thans convergent is.
De tweede dezer reeksen zal altijd convergent zijn, dewijl hier
b £ a aangenomen is, waaruit volgt m < 1.

Ter bepaling der derde zijde ¢ heeft men de vergelijking
€08 ¢ == c08 @ cos b -} sin a sin b cos C,
welke, wanneer men daarin voor cosa, cosb, hunne waarden
cos* La—sin® fa, cos?}b— sin*18, en voor cosc beurtelings

1—2sin? }c, 2c08* 1.c—1 schrijft, na eene lichte herleiding de
beide navolgende vergelijkingen oplevert :

sin fe==sin® }acos? b+ sin L bcos® fa—}sinasinbcosC
cos® 1 c==cos? } acos? } b+ sin? } asin? $6+LsinasinbcosC

Om deze uitdrukkingen voor de berekening door middel der reeksen
geschikt te maken, schrijve men die onder de navolgende vormen :

sin Lc—=sin gacca}bl/{’l -+ ty3 -}bcot’{-a—ﬂtg}bmt}acasC}
coa}c:cos%acos-}bl/{i+ig’,‘-a tg2 L b4-21g 4 a ty}bcoaC}

Bij toepassing der reeks (D) op elke der grootheden onder het
wortelteeken staande, en stellende wederom kortheidshalve

tyybeotba=m, ighatgbb=n,
bekomt men terstond de beide reeksen
logsinkc=1log sin} a4 logsintb
—M {meos C+ 2 cos 20+ c0s3C+ enz},
' 12
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‘loycoai-c:loycaa{a+loycoa»;-6
+M {ncuaC— '-g- caa20+’33: coa3G—enz.},

waarin M den modulus van het Briggiaansche logarithmen-stelsel
beteekent.

Stelt 4 de kleinste der gegeven zijden voor, dan is m < 1, en
de eerste reeks dus convergent. De tweede zal insgelijks conver
gent zijn, indien 7 <1 of a +6<<180° is. In het tegenoverge-
stelde geval, zal men haar, met behulp van den supplements-drie-
hoek op de zijde ¢, door de navolgende vervangen

Tog cos 4 ¢ = loy sin 4 a —+ loy sin ;b

1 1 1 _
+M {7 cos C -+ o % 2C + 353 cos 3C enz.}
20,  Gegeven sijnde eene zijde c met de beide aanliggende ocken A,
B, te vinden de zijden a, b benevens den derdem hoek C.
Uit de beide Neperiaansche analogien

1(A—B
viero=Zhh TR vt
_sin}(A—B), 4
7R Uy 6)—;1:—7;—;-(—:&?3) J 3¢

welke tot berekening der onbekende zijden @, & dietien, zal men
op gelijke wijze als in het voorgaande geval, de twee navolgende
reeksen kunnen afleiden:

- enz.

£ sinc sin 2¢ s 43¢
k)

—1 sin ¢ g Sut. $87
a+l')_,c+p“_” P 8in 2" + sin 3"

zijnde hierin p—=17g3 Aty } B.

—hy=pom gt g tin2 g, sinde
f(e—8)=1c I T o q 8in3,,—|-enz.

zijnde hierin ¢ =19} Bcof L A.

De eerste dezer reeksen is alleen convergent ingeval van A4-B<180°9,
en dus p < 1. In het tegenovergestelde geval vindt men, met be-
hulp van den supplements-driehoek op de zijde ¢,

1sinc 1 sin2e 1 sin3c
o1 — leine | 4sin2 | 1 sin3e ]
180 Lte+b)=1}ec +p“.”4, P S -+ enz
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De tweede reeks is altijd convergent, vermits B < A en dus
¢ < 1 aangenomen is. .

Ter berekening van den onbekenden hoek C heeft men de ver-
gelijking

c08 C—sin A sin Bcosc —cosA cosB,

waaruit door eene gelijksoortige substitutie als in het voorgaande
geval, afgeleid wordt

; sin Asin B

siu3 3 C=sin? A sin? } B4-cos? 3 A cos? 3 B — ——y e s
. : . sin A sin B

c0s? § C—=1cos3 } A sin? § B~4-cos? § Bsin3 § A —— cosc.

2
Dus '

sin 3 C=sin} Asin } B[/{'l—l—cotz 1 Acot? 3 B—2cot § Acot  Bers c}
cos} C=sin} Acos 3 BV{'1—|-ty’ 3 Beot? § A+21g & Beot § Acosc§

en verder, met toepassing der reeks (D),

logsin} C—=1logsins A+ logsini B
—M- {cos c cos 2 cos 3c

-+ - 2p’ -+ — — +enz.;
log cos 3 C=1loy sin } A + logcos 3 B
+M {qcosc—qz cos 2¢ + 4. cos3c-—--enz}

waarin de getallen p en ¢ dezeltde waarden als hiervoren hebben.

De eerste dezer reeksen is convergent, indien p > 1 of A-B >180°.
In het tegenovergestelde geval, vindt men met behulp van den
supplements-driehoek op de zijde ¢,

log sin 3 C=1log cos} A - log cos 1 B
2 s
—M {pcosc+]—)2— coch-l—%— c08 3¢ - enz.

De tweede reeks is altijd convergent, vermits de kleinste der hoe-
ken door B kan voorgesteld worden, en dus ¢ < 1 is.
12*
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§ XIX.
Over het berekenen der opperviakte van een bolvormiyen driekock.

106. Indien men het oppervlak van den bol O noemt, en het
spherisch exces A + B -+ C— 1800 =20 stelt, dan zal, gelijk in de
meetkunde geleerd wordt, het oppervlak des bolvormigen driehoeks

ABC uitgedrukt worden door 4—% X 0, of in vierkante lengte-een-

heden, door Ed X r3m, waarin R den rechten hoek, en » den

straal des bols beteekent. In enkele gevallen der bolvormige drie-
hoeksmeting laat zich de waarde van & of van het halve spherische
exces, onmiddellijk uit de gegevene elementen des driehoeks be-
rekenen, zoo als wij thans zullen aantoonen.

Uit de in n°. 95 betoogde formulen (18) en (20) volgt:

cos 3 (a—15) cos; C
9

sni(A+B)= —
co8 3 ¢C
_—cosl{e40b)ein}C
cos} (A4 B)= 3 Y .

De eerste met sin} C, en de tweede met cos3 C vermenigvul-
digd zijnde, zoo geeft het verschil dezer produkten
snasindd o gy

cosie

—cos3(A+B+4C)=sind=

Dezeltde formulen geven, door de eerste met cos3C, en de tweede
met sin 3 C te vermenigvuldigen, en vervolgens de som der produk-
ten te nemen,

sin}(A4+B—+C)=coe d

—cosl(a — b)cos3 3 C+cos (a4 0)ein2 3 C

- cose

__ cos } (a—8) (14-cos C) -} cos } (a=5) (1—cos C)

- 2co8sc
__coskacostb4-singasin}bcosC L. @)
= ko e e

De vergelijkingen (2) en (1) door elkander deelende, komt er

cow—_—“"?“""fii%"“”’"c e ®
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waardoor & uit twee zijden met den ingeslotexf hoek kan' worden

bepaald.
Om de voorgaande formule voor de logarithmische berekening meer

geschikt te maken, stelle men, indien C < 90°,

cot}acotsb

—2_ T =iy
cos C 7%
dan wordt cot § = sec* @ cot C,
of tg 8 =1g C cos? ¢.

Is C > 90°, dan stelle men C -= 909 4 C', en verder de breuk

cotsacot}b

hadb ol =—sin? ¢ of = sec?
sin C' o= A

naar dat hare getallen-waarde < of > 1.
In het eerste geval vindt men
cot 8 = —co8® @ 1y C',

en in het tweede
et I=1tg3 oty C.

107. Schrijft men de form. (1) onder den navolgenden vorm

sin 8 — sin asin b sin C
~4cos acostbcosfe’

dan zal, stellende als in n®. 98 de wortel-uitdrukking
2;/{31'71.“1111 (s —a) sin (s — 0) sin(a—c)} =P,
en, in aanmerking nemende dat, volgens form. (95) van n°. 94

2in C =-._P.- .
sina sinh
hieruit afgeleid worden:

sin 8= p B ()

" hcostacosibeostc

waardoor d uit de drie zijden des driehoeks kan worden berekend.
Er hestaat echter eene voor de logarithmische berekening meer
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geschikte uitdrukking voor 8, waartoe men onder anderen op de na-
volgende gemakkelijke wijze kan geraken.
Daar namelijk

sind (A+B) __ cosi(e—1)
c0s}C  ~  cosic
en dus
sind(A+B)—cos4C __cosf(0—b)—cosc
sin L (A+B)+coslC ™ cosf(a—b)4-cosic’

zoo vindt men hieruit door de gebruikelijke' herleiding
tg10cot 1 (180° + A+B—C)=tg} (a4c—b)ty L (b+c—a)
=t} @—04i(—a) . . (5)
Eveneens besluit men uit de vergelijking
cos (A+B) __ cosl(a—+3)
sinfC ~  cosic

cos} (A+B)—sindC __ cost(a+46)—coslc
cos LH(A4B)Fsin £ C ™ cos (a4 0)4cos§ec

dus ook

tyidlyt(180° +A+B—C) =ty t(a—+b+c)tyi(a 4 b—c)
=igtstgl(s—c) . . . . (6)

Vermenigvuldigende (5) en (6) met elkander, zoo verkrijgen wij hier-
door ter berekening van het spherisch exces J de fraaije formule

w1s=Vi1b 6= tt—ttie—d - . ()

welke men aan LHUILLIER verschuldigd is.
De formulen (1), (2) en (3) op den rechthoekigen driehoek waarin
C=90° toepassende, bekomen wij voor dat bijzonder geval:
sind = i8] sin§ b
cos % ¢
costacosld
cos e
tgd =1ty Latg1d,
31."2‘,___:61273“ sinb — sin a sin b
2c0s? Lo 14-cosc’

26=coaa+cosb — sina 8in b .
oo8 T4 cosc ’ ty 20 cosa -4 cosb

b

cos 8 —

’
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§ XX.

Bijzondere gevallen van oplossing.

108. Voor de oplossing van een geval van driehoeksmeting is
het niet noodzakelijk, dat de gegevens elementen van den driehoek
zijn; elke drie onderling onafhankelijke combinatién van elementen,
zullen evenzoo voldoende zijn om den drichoek te bepalen. Ook
bepaalde betrekkingen tusschen twee of meer elementen kunnen
in plaats van de gegevens treden. Van een en ander zullen wij
eenige voorbeelden behandelen en daarbij telkens den driehoek als
bekend aanmerken, wanneer op eene of andere wijze drie elemen-
ten afzonderlijk zijn berekend, zoodat het geval ‘tot een der hoofd-
gevallen van § XVII is teruggebracht.

4o Poorbecld. Gegeven eene zijde a, de tegenovergelegem hock A en
de som of het verschil der beide andere zijden of hoeken.

Door de formulen van Gauss

ain}(B+C)=w—%%%_—:—c—) wort A,

1 (b—o)
sin} (B—C)= ‘3’1;23_;’(%7"), cos Ll A,

1
008%(B+C)=¢%%%?:285”;A’

in 1
coa%(B—C):%hin* A,

kan men in elk dezer gevallen twee onbekende elementen van den
driehoek berekenen en daarna door de sinusformule de andere.

Q¢ Poorbeeld. Gegeven twee zijden a en b, benevens ket verschil of
de som der tegemovergelegen koeken A en B.

Door de formule (24) van § XVI vindt men in elk der beide
gevallen de hoeken A en B.

3¢ Poorbeeld. Gegeven eene mjde c, een aangelegen hoek B en ket
verschil der beide andere zijden a en b.

Uit de formulen voor de tangenten der halve hoeken uitgedrukt
in de drie,zijden, volgt:

gin (s — a) tang } A = sin (s — b) tang § B.
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Hierin zijn nu ¢ en 2 — & bekend, dus heeft men ook (s— )
en (+—2&), zoodat A kan berekend worden, waardoor drie elemen-
ten des driehoeks gevonden zijn.

4e Voorbeeld. Gegeven (fig. 42) de hoek C, de loodlijn CD = ¢
en de som der twee zijden a+6—p

Uit de formulen

sinp=sinasinB,
sind sinC—sincsin B,

. . sincsn @

smasinh— —————. . . . . . . o+ (a)
volgt 8inC (@)
Verder is

08 ¢ = cos a cos b -}~ sin a& sin ¢ cos C
=08 @& c08 b — 8in a sin b2 sin a sin b cos? } C

of, lettende op formule (a),
cosc=cos p -+ sin g sinccot 1 C

waarin het element c de eenige onbekende is. Om haar op telos-
sen, stellen wij :

sin @ cot L C—cotq,

dan wordt
sin(g—c)—cospsing,

waaruit de waarde van ¢ wordt gevonden; daarna vindt men ge-
makkelijk de nog onbekende elementen. '

199, Wij zullen nu een paar voorbeelden behandelen, waarbij
tusschen de gegevens bepaalde betrekkingen bestaan.

Zij in de eerste plaats de driehoek gelijkbeeniy en stellen wg
«=1, dan is ook (n°. 79) A=B. De grondformulen geven in

deze onderstellmg

cos ¢ tang a sincess A =1,
08 ¢ = c08? a -}~ sin? a cos C,

— 08 C+tang A sin Ccosa =1,
c08 C—= — cos® A 4-sin? A cosc.

Deze vier formulen zijn toereikende voor alle gevallen van oplos-
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sing. Door herleiding en ook door middel van de formulen van
§ XVI vindt men:

cos A—=cotatang } ¢,

ain}C:iiﬁ-Lc

stwa

1

cosa==cot A cot 4 C, M
1.cosiC
R Ry W

welke formulen ook onmiddellik uit de figuur kunnen gevonden
worden, wanneer men de loodlijn uit den top op de basis trekt.
Is de driehoek gelijkzijdig , dan is

a=b —=¢

A=B=C,

en hierdoor vindt men als de eenige goniometrische betrekking

cos A—cotatang La } . @
cosa —cot Acot 1A o
waardoor de zijde uit den hoek en de hoek uit de zjde kan be-
rekend worden.
110. Onderstellen wij dat de hoeken verbonden zijn door de
" betrekking
C—=A-4B.

Men zal alsdan ter berekening der onbekende elementen, het na-
volgende stelsel formulen vinden, waarvan wij het betoog aan den
lezer ter oefening mogen overlaten:

sin? la——cotBeot C, sin? } b= cot A cot C,
cos* Le= cot AcotB, sin? fc=sin? L a4 sint {4,

sint }a=1sin L (b4 c)sin L (c—19),
sin? 1 b =sin } (a =+ c) sin § (c —a),
o8t L ¢ =cos } (a4 b) cos } (a — B),

cos A= tgtbcotic
cosB=tylacotic,
cosC=—1ty}aty 10,
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cos d(a—+b6)—cos}eccot1C, cosk(ea—b)—cos}cly}C,
sind(cHb)—=sinfacitt A, sini(c—0b)=sintatglA,

_ . cost(a—0)
tg}C_tg§(A+B)—l/£8—;}m.

__tinj(a—?)_ cor](a?
===l ;;,3;8_5’

wiA=(}(C—B)=p I

Uit de voorgaande formulen blijkt dat twee gegevens voldoende
zijn ter bepaling eens driehoeks, waarin een der hoeken gelijk aan
de som der beide overigen is.

Beschouwen wij thans den supplements-driehoek op de zijde ¢,
dan gaan A en B gelijk mede « en 4 in hunne supplementen over,
en het is klaar dat hieruit alsdan een driehoek ontstaat, waarin
de som der hoeken gelijk aan vier rechte hoeken is. Voor het
bijzonder geval dus van

A+ B+ C=3600,
veranderen de formulen hiervoren gevonden in de navolgende:
cos $a—=cotBcot C. cos* i h=cot Acot C. cos? }c=cot A cot B.

sin? sa4-sin? tb4-sin? jc=2,
cosa—4cos b+cosc—=—1,

cos’%a:-—cos%(b—l—lc)cos%(b—c),
083 36 =—cos } (a --c) cos } (a—¢),
€083 § c=—=-—cos § (a4 b) cos 3 (a — b),

cos A——cottbcotic,
cos B=—cotsacotic,
cosC—=-—cotyacot 36,

casé(a—}-b):—cos%ccot%C, cosi(a—b)=cesictg}C,
cosd (b +c)—=—costacots A, cosi(b—c)==coslatg}A,
cosk(a+c)==—cos3bcot 3B, cos}(a—c)=cosilty}B,
Lo — g1 _ c08 } (a—-b)
iC=—tiA+B=v cos*-(a+(:)

_py—sini(e—9b) _cosd(a4-¢
tfq.%(A B)—siug(a+0)x'/ cos%(a-:b}
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Deze beide laatste formulen zullen , na behoorlijke letter-verwisse-
ling, insgelijks geldig zijn voor twee andere hoeken des driehoeks.
De pooldriehoek des eersten driehoeks zal de eigenschap hebben dat

a+b — ¢ =1800°,
terwijl die des tweeden zal geven
a+b 4 c=180°.

De formulen tot deze twee bijzondere gevallen betrekking heb-
bende, laten zich dus op de bekende wijze onmiddellijk uit de beide
voorgaande stelsels afleiden.

§ XXIL

Oplossing tan eenige vreagstukken door middel van de bol-
vormige drickoeksmeling.

111. Nademaal de bolvormige driehoeksmeting hare voornaamste
toepassing vindt in de aardrijks-, sterre- en zeevaartkunde, zoo ver-
wijzen wij te dezen aanzien naar de leerboeken over die onder-
werpen, en zullen ons alzoo slechts bepalen bij enkele vraagstuk-
ken van zuiver meetkundigen aard, ten einde tot toepassing der
gelegde gronden te kunnen strekken.

112. I. VRAAGSTUK. Uit een punt A, genomen in de yemeene door-
snede van twez viakken P, Q, zijn twee lijnen AB, AC in het eene,
‘en in ket andere dezer vlakker gelrokken ; zoo nu de hoeken a, b, c,
bekend zijn, welke die beide lijnen zoo onderling , als elk snet de ge-
meene doorsnede der twee vlakken vormen , vraoyt men de hoeken te be-
palen , waaronder deze lijnen AB, AC op de vlakken Q en P hellen,

Opiossing. Het punt A het toppunt eens drievlakkigen hoeks
zijnde ,200 beschouwe men het als middelpunt eens bols, en men
zal dadelijk inzien dat in den bolvormigen driehoek , welke uit de-
zen drievlakkigen hoek ontstaat, de drie zijden a, 4, ¢ gegeven
zijn, en het er slechts op aankomt de waarden te bepalen der lood-
rechte bogen ¢, ¢, vallende op de zijden ¢, &
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Nu is in fig, 42
8in CD —sina sin B,
terwi]l uit de form. (15) § XVI volgt

217 [#in 8 sin (s — a) sin (x — b) sin (s — )]

sinB= - -
sin a sin ¢

Derhalve

sing =71,%c V' [sin 8 sin (s—a) sin (s—b) sin (s—c)] . . (1)

en door ¢ in & te veranderen,

rng = 8% V' [sin 8 sin (s—a) sin (s—b) sin (s—c)].

Schrijvende in de laatste formule a voor 4, dan bepaalt men
hierdoor tevens den hoek, welken de gemeene doorsnede der vlak-
ken P, Q vormt met het vlak, gaande door de lijnen AB, AC.

113. Ile VRAAGSTUK. Bijaldien in et vorige vraagstuk de stand-
hoeken A, B, C der drie zijvlakken, in plaats van de hocken a, b, c
der drie ribben gegeven zijn, vraagt mem dezelfde loeken als vorem te
bepaien.

Oplossing. In de vergelijking

sin p==sinasinB,

voor sin a zijne waarde stellende. afgeleid uit de form. (17) § X VI,
zoo vindt men

. 2
“MP:{J;—CV [—cosS cos(S— A)c.s(S —B)cos (S—C)],

en door verandering van C in B,

sin ¢'=-.—2-— V' [— cos S cos (S — A) cos (S — B) cos (S — C)].
sin B

114. IITe VRAAGSTUK. Gegeven zijnde de standkoet der viakken P, Q,

- benevens de hoeken welke de lijnen AB, AC met de yemeene doorsmede

dezer vlakken vormen , zo0 vraagt men dem hoek te bepalen, waaronier

deze doorsnede op het viak der lijnen AB, AC lelt,
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Oplosstny. Men zal met weinig moeite inzien dat dit vraagstuk
hetzelfde is als dat om den loodrechten boog @ op eenige zijde ¢
eens bolvormigen driehoeks te bepalen, wanneer de beide overige
zijden 2 en b, benevens de ingesloten hoek C gegeven zijn.

Men kan hierbij aldus te werk gaan. Volgens de 3¢ oplossing
van het Ilc geval, § XVII, is

y1Q—P)=5 =P yo,
Q=4C+4Q—P), P=}C—}Q—P)

De loodrechte boog CD = ¢ wordt alsdan berekend door eene
der formulen

tgp—tgacosQ, tg p=1g bcos P.

De waarde van ¢ laat zich tevens rechtstreeks door middel der
gegevens q, &, C op de volgende wijze uitdrukken.
Men heeft namelijk de vergelijking

tg acos Q =1y bcos(C—Q),

of, na ontwikkeling en herleiding,

__tga—1tgbecosC
Q= lgbsinC  °’
waaruit
' _ _tyta4-1gb—~2tgatygbeos C
sect Q=144 Q= tg3 b sin2 C

Nu volgt uit de vvergelijking

tgp—rtgacosQ,
: =secQ
e tga’

welke, na substitutie der zoo even gevondene uitdrukking voor sec Q,
overgaat in
vot g = V (g a 192 b—21yalygbcosC)
- tgatybanC
V{cot’ a - cot? b — 2 cot a cot b cos C}
sin C
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145. IVe VRAAGSTUK. Den standloek van elk der vijf fezelmatiye
lickamen te ber<kenen. Noemende dezen standhoek A, den vlakken hoek
a, dan vindt men met behulp van de formulen (1) en (2), die in
n°, 109 gevonden zijn, voor de gelijkbeenige en gelijkzijdige bolvor-
mige driehoeken :

19, Voor het regelmatige vierolak:

a=60° cosA—3}  A=T031'44".
29, Voor het regelmatige zesviak (cuous):
a =90°. A =900,
3°. Voor het regelmatige achtrlak:
a==60°. cosA=—13.  A—=109°281C".
4°. Voor het regelmatige twaalfvlak:

a=108°. cos A==cot180° tang 540 =— 31V’ 5.
tang A —— 2. A =116°33'54.
5%, Voor het regelmatige twintigvlak :
2 sin 540 1_ V5

a=—60° sinlA=

2Tz
simnA—3 A=13801123".
116. Ve VRAAGSTUK. Den inkoud van een parallelopigedum uit te
drukken in de lenyte der ribben en de hocken die zij met elkander maken.

Zij (fig. 45) in het parallelopipedum OP:
OA—¢z, OB=$, 0C=c, |_BOC=«, |_AOC=f, |_AOB=y

en verder AD de loodlijn wit A op het grondvlak neerge]aten', dan
is de gevraagde inhoud

1=/inh. parallel. BC x AD.
Nu is (§ IX)

nh. parall. BC =#c sin a;
en in A AOD
AD = sin AOD.
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Volgens form. (1) van het Ie 7raagstuk is echter

. 2 . . .
=V — —_— —_
sin AOD = prmar [sin 5 sin (s — &) sin (s — B) sin (s—7)],
‘waarin s=3%(a+pf+7)
derhalve

1= 2abc V' [sin s sin (s — &) sin (s — ) sin (s — 7)] . . {2)

door welke regelmatige formule de inhoud van een scheefhoekig
parallelopipedum uit zijne ribben en vlakke hocken kan berekend
worden.

Voor den inhoud van een driehoekig prisma, uitgedrukt in drie
ribben en de overeenkomstige vlakke hoeken van denzelfden drie-
vlakkigen hoek, vindt men uit (2)

I'=adc V' [sins sin (s — o) sin (s — B) sin (s — )]

en hieruit voor den inhoud eener driehoekige pyramide uitgedrukt
in dezelfde grootheden

I"=}abecV [sinssin(s— aj sin (s — B) sin (s — 7)].

Het zi den lezer tot oefening overgelaten uit deze formule of
langs een anderen weg aan te toonen, dat de inhoud eener drie-
hoekige pyramide ook gelijk is aan een zesde van het produkt van
twee elkander kruisende ribben, hare gemeenschappelijke loodlijn
en den sinus van den hoek, dien zij met elkander vormen.

VIe VRAAGSTUK. De korizontale projectie van een hoek BAC (fig. 46)
te berekenen , wanneer de hocken bekend zijn, welke elh der beenen van
den yegeven hoek met de vertikaal AA’, gaande door ket punt A, vormen.

Oplussing. Men plaatse in het punt A het middelpunt eens bols,
waardoor de bolvormige driehoek A'BC ontstaat, en verlenge de
zijlden A'B, A'C tot op het horizontale vlak door A gaande. Daar
de bogen A'B’, A'C’' hierdoor elk een kwadrant worden, zal de
hoek BA'C, als door den boog B'C’' gemeten, de horizontale pro-
jectie B'AC’ van den gegeven hoek BAC voorsiellen. Men noeme
.dezen laatsten hoek n, voorts de hoeken BAA’, CAA' respectieve-
lijk 8, #. Nu zijn in den voormelden bolvormigen drichoek be-
kend, de drie zijden o, 8, #’, waaruit de begeerde hoek A’ zal
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moeten bepaald worden. Stellende dezen hoek = ¢, dan heeft men
terstond , ingevolge form. (11) § XVI,

__cosa—cos 8 cos '
caup_W . AN )]
welke uitdrukking volmaakt overeenstemt met die, welke wij in
het Ve vraagstuk van § XI, ofschoon op eene minder eenvou-
dige wijze, met behulp der vlakke driehoeksmeting, verkregen hebben.

Voor de logarithmische berekening zal men zich echter van de
volgende uit (12) van § XVI afgeleide tormule bedienen

ginl¢=V'i”}5(a+6l_6)8in%(a—l—ﬂ—ﬂl) .. (4)
* sin B sin £

Nademaal de hoeken B, 8 bij de herleiding “tot den horizon,
weinig van 90° verschillen, zoo wordt, in de toepassing, aan de
voorgaande formulen nog een anderen vorm gegeven, die Wij als
voorbeeld van dergelijke vraagstukken zullen ontwikkelen.

Noemen wij de hoeken, die AB en AC met den horizon maken,
y en ¥, dan is

g=90°—y, g =900 —.717
en hierdoor gaat form. (3) over in

cos & — siny sin y’

cos =
cos y cos y’

'Zijn m 7 en 7 zoo klein, dat geene hoogere dan de tweede
machten hunner sinussen in rekening behoeven gebracht te worden,
dan is

1 A i N (1 — sint ) F
W,_('l sin? 7) (4 —sind ¥}
=14} (sin® y 4 sin? y),
derbalve
‘ cos @ = c08 & — 3in y sin ¥ -} (sin? y =~ sin? y') cos e

Stelt men nu
: p—a-+2

dan is z de kleine correctie, die bij ¢ moet gevoegd worden om
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@ te verkrijgen en zoo klein, dat de boog gelijk aan de sinus en
e cosinus gelijk aan de eenheid mag gesteld worden. Hieruit volgt

€08 @ == C08 & — 8in & 8N T ,

en dus
 sinasing —sinysiny — % (sin? y 4 sin? y') cosa
of sin g —tnysiny —4 (“'f" Y +sin? y)cos @
sina
. g{iftysiny’ (sin? foe 40082 } @) — (sin? y - sin?y’) (cos? § @ — sintla)
- ' " Qsina o
— 8in? 3 o (sin y - sin y')* — cos? § e (sin y — sin y')?
Qsn o
derhalve

sin r== (ﬁl#n_r_)ztang ba— (@YL;_'”ETI): cot§ u.

‘Wegens de kleinheid der hoeken y, 7, z kan men stellen
sine=wxsenl", siny=ysinl", siny' =1y sin1",
en hierdoor wordt ‘
e=1sinl"(y+7)? tang 3 « — L sin 1" (y —7')* eoti «,

zijnde de correctie-formule van LEGENDRE.

148, Vlle Vraagstuk. Wanneer men door de hoekpunten e¢ens bol-
vormigen drickoeks een kleinen cirkel laaf gaan, vraagt men de plaats
te bepalen van de pool van dezen omgeschreven cirkel.

Oplossing. Zij ABC (fig. 47) de driehoek enm de pool des omge-
schreven cirkels, dan zal, trekkende uit = de bogen van groote
cirkels mA, mB, mC, elk dezer bogen als de spherische straal van
den voornoemden kleinen cirkel te beschouwen zijn. Men stelle
dezen straal — R, voorts | mAB—=| mBA—¢, |_m AC=
LLmCA=F en L mBC= | mCB=—y, dan is klaarblijkelijk

a+4+f+7r=1(A+B4+C)=S
e=}{(A+B—C)=8S—-C
B=4(A+C—B)=S—B
r=i(B4+C—A)=S—A.
13
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Trekt men nu den loodrechten boog mnm op de zijde BC, dan
geeft de rechthoekige driehoek mnC ,

v tyya=1tyRcosy,
en dus cot R=cos (S— A) cot } a.

Op gelijke wijze zoude men vinden

cot R—cos (S—DB)cot 5,
cot R—cos (S—C)cot }c.

Stellende hierin voor cofta, cotic, cof ¢ hare waarden vol-
gens form. (17) § XVI, dan komt er

o —c0s(S— A)cos (S — B) cos (S — C),

€08

ctR=

Wil men echter den straal R door middel der drie zijden a, 3, ¢
uitdrukken, zoo make men gebruik van de in § XIX gevondene
formule (1):

_cms_cin§aainibcinc__ sinaanbsinC
- cos} e " hcoskacoskbeosh c
P

— - n bl
bcoskacostbcosic

welke, op elken der drie supplements-driehoeken toegepast zijnde,
de drie navolgende nieuwe betrekkingen oplevert:

sin a sinb sin C
bsinkasintbeostc
_ P
= Evniasmibomdc
P
cos} (A4 C—B)=cos(S—B)= hsindasintccosd b

P

T 4sinibsintccosla

feos } (A +B—C)=cos (S — C) =

cos} (B4 C—A)=cos(S—A)
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waardoor men voor den straal R bekomt

— P .
col R = Zsin%asin%bﬁ%c'

Onderstellen wij thans, dat er om elk der drie supplements-
driehoeken op de zijden g, b, ¢, insgelijks een cirkel beschreven zij,
en noemen wij de stralen dezer drie cirkels respectivelijk R,, R,,R,,
dan verkrijgen wij terstond, met behulp der voorgaande formule,

P
Lsinkacossbeoskc’
P
Lsinsbcossacoskc’
P

—hsinkccossacosib’

cotR, =

cotR, =

cot Ry

waaruit verder volgt

th —_ ty_E!__ [y
Zq—R"‘—t.‘]%bt.‘]’s‘cy tyR,—ty‘kb“ticn

dus Ry YR, 4R,

en op gelijke wijze

— 4R YR,
y3e=Y LR wR,’

tyR R
[/ =v¥2 T,
oo tletyR,

door welke formulen de drie zijden des driehoeks uit de vier stra-
len der omgeschrevene cirkels kunnen worden berekend.
Aanmerking. De voorgaande formulen bevatten tevens de oplos-
sing van het vraagstuk, om binnen cen drievlakkigen hoek eene
lijn te trekken, makende gelijke hoeken met elke der drie ribben.
119. VIII: Praagstuk. De plaats te bepalen van een punt binnen
een bolvormigen drichock op yelijke afstanden der drie zijden gelegen.
Oplossing. Dit vraagstuk hetzelfde zijnde als dat om den sphe-
rischen siraal van den ingeschreven cirkel te bepalen, zoo laat m
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(fig. 48) de pool van dezen cirkel voorstellen. Men trekke uit dat
punt de loodrechte bogen mp, mq, mr, op de zijden des driehoeks,
en verder de bogen mA, mB, mC, waardoor de hoeken A, B, C
middendoor gedeeld worden. Zij de straal mg=7, Ag—«,
Br=g, Cp=y, dan is uit de figuur gemakkelijk op te ma-
ken, dat

af-fty=3, a—=s—a, f=s—0b, y=s—e,
voorts tgr—tgtAsina=1tyiBainf=1tg3Csiny . . . (5)

of, volgens form. (24)

tyr=V {ain(:—a):in(:—b)sin(a—-c)}z P ()

sins 2 sin 8

" waardoor de straal » uit de drie zgden ‘a, b, ¢ kan worden be-

rekend.
Stellende kortheidshalve

21 §{—cos S cos (S~ A) cos (S — B)cos (S — O)} =
dan zullen de in het vorige vraagstuk verkregene waarden van

cosS, cos(S—A), cos(S—B) en cus (S ==C), voor den pooldriehoek
veranderen in

sing— 83 Acos}Bainc P’
- sin{ C 4mh}Aam,}Bmz‘C’
sing — om{Bsm-}sza
sinl A 40m}Acoc,—Bcos c’
sin = tindAsin Csaind _ P
sini B " 4sin}Bcos{AcosiC’
amy__.mz}Asm{-chc P »
: sin} C 4sin 1 Ccosf Acos{B’

en hierdoor verkrijgt men, ter berekening van r door middel der
drie hoeken, ingevolge formule (6)

—_ P’ ’
tg"_lcoszcaa,}Bcoa}C s o (D

Beschouwen wij insgelijks de stralen »,, »,, », der ingéechreven
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cirkels van drie supplements-drichoeken op de zijden a, 4, ¢, dan
geven de formulen (5), (6) en (7)

. L P
tyrl—ty%Aaan—m_—‘l)
. P
—_— 1 J—
tgr, —1tgiBsins—= T (=)’
. P
lgry =19} Ceins— T (—0)’
gr = P
'™ Jhcos L Asin [ Bsin} C’
tgr, = P
: ' 4cos}Bsinf Asin} C’
tyry, — P ’
3" 4cos;Cesin}Asin B’
waaruit volgt
lgr lry
Z_ =tyiBigiC. Z3—=14g1 Ccot}B.
Gy, SUBUEC  Zh=iyy Cory
Derhalve tg3C=V Z: Z:',
, 197,

en op gelijke wijze zal men vinden

A=V .Mr_l
wih tgrytyry’
-V tgr tgry .
w48 fyritgry’
\
welke formulen dienen om de hoeken des driehoeks uit de stralen
der vier ingeschreven cirkels te berckenen, en de meeste overeen-
komst vertoonen met die voor de omgeschreven cirkels in het vo-
- rige vraagstuk gevonden.
Noemen wij nog de stralen der om- en ingeschreven cirkels voor
den pooldriehoek R’ en #', dan volgt uit de beide hiervoren be-
toogde formulen

cotR=—cos(S—A)cot}a
lgr=1tg} A sin(s—a),
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op de bekende wijze
cot R’ —sin(s—a) tg 3 A
tg r' = cos (S—A) cot § 3.
Derhalve cotR'=tgr en tgr'=cotR,

waaruit wij deze merkwaardige eigenschap leeren kennen, dat de
spherische stralen der om- en ingeschreven cirkels eens driehoeks res-
pectivelijk de complementen zijn van die der in- en omgeschreven cirkels
van den pooldrichoek. :

V.

o
-
anove,
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